
第 3章  相 対論的力学 2

S3-3 相 対論的運動量

前節では,運 動方程式を積分することによつて,相 対論的運動量とエネルギ
ーの表式を

導いたが, S3-1で 相対論的運動方程式を定式化するとき,次 節 (S3-4)で 導かれ

る 「力のχ成分(物体の速度方向の成分)は,ロ ーレンツ変換で変化しない」という結果を

用いた。

本節では,次 節で
一般的な力の変換則(「力のχ成分は,ロ

ーレンツ変換で変化しない」

を含む)を導くための準備として,相 対論的運動量の表式を,運動方程式を用いることなし

に求めよう。ここでは,等 質量の2粒子の相対的な運動を純粋に力学的に考祭し,直 接相

対論的運動量を求める。

光速cが無限大のとき,

ローレンツ変換はガリレイ

変換に帰着する。このこと

は,「c→ ∞のとき,相対論

はニュー トンカ学に一致す

る」ということを表してい

る。したがつて,質 量れ,

速度υの粒子の相対論的

運動量Pも ,c→ ∞のとき,

ニュー トンカ学における運

動量 PO=砲 υに
一致 しな

ければならない。いま,P0

は一意約(一通り)に表され,

図 3 - 4

速度υに平行である。
一方,Pも

一意的に表されるとすると,Pは υと平行でなければ

ならない。なぜならば,Pが υと平行ではなく,Pが υとθの角をなしていたとすると,

空間の対称性 (空間は,の 方向には特別な性質をもつているが,υ に垂直な方向には何ら

特別な性質はもたず,どの方向も完全に同等である)よ り,Plで もP2で も何でもよく (図

3-4),Pは 一意的に書けないことになる。

そこで,相 対論的運動量Pを 光速cを用いて,

(フ
=|″
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(3-2つ

とおく。ここで,Pと 配りの比がは,空 間の等方性(はじめの空間には何も特別な性質はな

く,り はどの向きでも全く同等である)より,速 度の大きさ円のみに依存するはずである

から,二 の関数である。

ここで ,
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図3-5,3-6に 示すように,同 じ質量確の2つ の粒子A,Bの 相対的な運動を考え

る。運動はχ一J平 面上のものとする。いま,粒 子Bの 速度のズ成分が 0,お よび,粒 子

Aと Bの 運動量のυ成分の和が 0と なるようにα系をとり,図 3-5の ように,α 系で,

粒子Aの 速度を(フ,一班),粒 子Bの 速度を(0,″)とする。次に,α 系に対しχ軸方向へ速

度フで等速運動しているβ系で,こ の運動をながめる。β系では,粒 子Aの 速度のχ成分

は 0,粒 子Bの 速度のχ成分は一サとなる。また,粒 子Aと Bの 質量が等しいので,粒 子

Aと Bを 交換しても全く同じ運動となるはずである(すなわち,α系とβ系で,粒子Aと B

の運動エネルギーの和は等しく,運動量のソ成分の和は0の ままである)から,粒子Aと B

の速度のソ成分は,α 系での速度のJ成 分を入れ替えたものになる。したがつて,図 3-

6に示すように,β 系で粒子Aの 速度は(0,一り),粒 子Bの 速度は←フ,")となる。

粒子Aと Bの 運動量のυ成分の和が 0で あることから,相 対論的運動量の仮定(3-2つ

を用いて,
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(3-20

が成り立つ。また,α 系とβ系で,粒 子Aの 速度のυ成分は一班と一りであるが,こ れら

の間には,速 度のy成 分の間の変換則(2-36b)が 成り立つはずである。β系で粒子Aの

一〈七井)秘+び(1争|)″立″=0

速度のズ成分は0で あるから,(2-36b)式 で,フy=一",フ 生
=0,

り
" = ―

/(フ)

となる。したがつて,(3-20,(3-2の 式より,

υ3=―りとおいて,

(3-2の



(3-29

を得る。

(3-20式 から
〈多 )の

表式を求めるために,ま ず,2→ 0の極限を考えてみよう。

2→ 0のとき,粒子Aと Bの運動量のυ成分の和が0であることから,″ →0となる。こ

のとき,(3-29,(3-29式 より,

が導かれる。次に,(3-20式 で与えられる
〈す )の
表式が有限のttに対しても(3-20

式を満たすことは,次 式を用いると容易に示される。

作す(一剣
=t一
剣
″琴 キ宅井

以上より,質 量確,速 度υの物体の相対論的運動量は,

P=/(フルυ=千
FF二号FF (フ
=|ワ1)            (3--30

と表される。

S3-4 運 動方程式と力

運動量と運動方程式

ニュー トンカ学で用いられている次の関係から,相 対論における力(ニュー トンカ)を定

義しようlD。

「ある時間の物体の相対論的運動量の変化は,

この間に物体に加えられた力の力積に等しい」  (3-31)

時間Zむの物体の相対論的運動量の変化をっ ,加えられた力をFとすると,関係(3-

31)は ,

泌P=F・ Zを

(3-20

11)相対論においては,第 7章で説明するように,4次 元ベクトルを用いて力 (4元力)を定義することもある。

そこで関係 (3-31)あ るいは (3-32)式 から定義される力を4元力と区別して,ニ ュ
ー トンカという。ニ

ュー トンカは我々が日常使つている (高校の物理で用いる)力 である。



となる。ここで,泌を→0のときつ →0として,

" = F

dを

が成り立つ。(3-3の 式を相対論的運動方程式と考え,こ の式によつて力Fを 定義する。

実際,ニ ュートンカ学では,時刻をにおいて,質量れ,速度υの物体に力Fが はたらくと

き,運 動方程式は7Lを定数とすると

砲空 =F  →   塑 埜=F
てどを            こ 芝を

となる。ここで,P。 =れフはニユ~ト ンカ学における物体の運動量である。

運動方程式(3-3の を加速度を用いて表そう。時刻をにおいてα系に対する物体の速度

をυ=(フ,0,0),力『速度をα=(ax,αy'αz),物 体にはたらく力をF=(残 ,弓,残),物 体
の

運動量をP=(p文 ,pヂ Pz)(py=pz=0)と する。

速度方向の運動方程式とカ

(3-30)5式よりPぇが,

砲 フ
の  二 十

(3-3の

pズ

厚
と表されることを用いて,運 動方程式のχ成分は,

阜
= 争

フ
2

=rれα./(υ)3

となる。ここで,αχ
 所
である。

( 3 - 4 )

次に,α 系に対しχ軸方向へ座標軸を平行に保つたまま速度クで等速運動しているβ系

で,物 体の運動を考えよう。時刻すにおいて,β 系に対する物体の速度は0(β系は物体に

対し瞬間静止系)であるから,β 系ではニュ
ー トンの運動方程式がそのまま成り立つ。した

がつて,β 系での物体の速度,加 速度,物 体にはたらく力をそれぞれプ=(ち ,フ3,υ2)(こ

の瞬闘,プ =0),α
′=(α生,αう,αと),F′

=(弓 ,弓,E)と すると,運動方程式のχ
'成
分は,

弓 = ″盟生

4

(3-39



と書ける。 ここで, α生=宅署|である。
一方,カロ速度の変換則(2-39b)よ り,ち =0とおいて,

a生=/(フ)3α.

となる。(3- 4 ) , ( 3 - 3 9 , ( 3 - 3つ式より,

(3-3つ

(3-35)

が導かれる。以上より,物 体の速度方向の相対論的運動方程式は(3-4)式 となり,物 体

にはたらく力の速度方向の成分は,速 度方向のローレンツ変換によつては変化しないこと

がわかる。

速度に垂直方向の運動方程式と力

速度に垂直な方向の運動方程式を考える。

α系で,泌をの間y軸 方向へ力弓 がはたらき物体の速度のy成 分が泌フソ変化し,運 動量

のJ成 分がれpJ変化したとする。いま,粒 子はχ軸方向
へ速さフで動いていることから,

(3-30式 より,

y々 7了
F言F=/(フ
)打舷1フy

と書ける。物体に加えられた力積が運動量変化に等しいという関係は,

弓
・オ =々 v

であるから,速 度に垂直な方向(υ軸方向)の運動方程式は,

泌を→0と して,両
面
→αyとした°

α系に対し,χ 軸方向へ速度フで等速運動しているβ系で物体の速度は 0と なるから,

β系(瞬間静止系)での物体の運動方程式のυ
′
成分は,ニ ュートンカ学におけるものと同じ

形であり,

胸宅=弓         ( 3 - 3つ

と書ける。また,α 系とβ系の間の加速度の変換則(2-40b)式 で,生=フう
=0と おくと,

α3=αy/(フ)2          (3-30

でここ

め
　
る。

一　
　
か

的
　
治カとこるあで形るな異方勘の向方綾の体物

りなと

5



r

となる。(3-30～ (3-39式 より,

(3-30

を得る。すなわち,速 度に垂直な方向の力は
ローレンツ変換によつて変化することがわか

る。

さらに,(3-4)式 の,.を フとし,(3-30式 を用いると,

(3-40

力のυ成分の関係として,

弓
= 弓
/ ( り)

考

=/(フ
)2考

となることがわかる。(3-40式 は,力 と加速度のχ成分とυ成分
の比が等しくないこと

を表しており,これは,力と加速度の
ベクトルが平行ではないことを示している(図3-7)。

図3 - 7

S3-5 相 対論的力学の例 :コンプトン効果

1923年 ,コ ンプ トンはX線 の散乱現象を詳しく研究し,散乱され
たX線 の中に入射した

X線 より波長の長いものが含まれる現象を,光の粒子性(X線 は可視光より波長
の短い電磁

波で,可 視光と同じ光としての性質をもつ)を用いて説明する
ことに成功した。それまでの

電磁気学 (19世紀の古典電磁気学,す なわち,マ クスウ
エルにより集大成された電磁気学

理論)で は,電 嗣波であるX線 が電子で散乱されるとき,X線
の波長は変化しないと考え

られていた。なぜならば,電 磁波は同じ振動数で垂直な方向に振動する電湯
と磁場の波(図

3-8)で あり,電議波が電子に当たると,まず電場により電子が電場と同
じ振動数で振動

させられる。ある振動数で振動している電子は,マ ク
スウェル理論によれば,同 じ振動数

の電磁波を周囲に放射する。したがつて,入 射X線 の振動数(すなわ
ち,波 長)と散乱X線

の振動数(波長)は等しくなければならない。

χ
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図 3-8:電 磁波は,電 場Eと 磁場″ が伝播方向に垂直に,か つ,互 いに垂直な

方向へそれぞれ振動する横波であり,電 子は,電 場'に より電磁波の振動

数と同じ振動数で振動する。

コンプ トンの実験

図3-9:コ ンプトンによる実験の模式図

コンプ トンは,図 3-9の ような装置を用いて,モ リブデンに電子を高速で衝突させた

ときに発せられる波長九≒7,lx10・
lmの
特性X線 (Kα翔 を石墨片で散乱させ,そ の散乱

X線 の波長を測定した。図3-9に おいて,単 結晶と電離箱は,散 乱X線 の波長を測定す

るために置かれてあり,単 結晶で強く回折されたX線 を電離箱で観測する。このときの回

折角から,ブ ラッグの反射条件式を用いて散乱X線 の波長を求める。
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図 3-10i(A)入 射X線の波長に対する強度分布

(B)散 乱X線の波長に対する強度分布

実際の実験に用いられる入射X線 は,波 長えの特性X線 だけではなく,え とわず力Wこ異

なる波長のX線 を含んでいる。したがつて,石 墨片への入射X線 の波長の強度分布は,図

3-10(A)の ようになる。このような入射X線 を用いてコンプ トンは実験を行い,入 射X

線方向から角(散乱角)θの方向へ散乱された散乱X線 の強度分布として,図 3-10(B)の よ

うな結果を得た。散乱X線 の分布は,入 射X線 の分布のピ
ーク波長力とは異なる位置に,

もう1つ のピーク波長九
′
をもつ。ピーク波長免

′
は,散 乱角θとともに長くなる。

コンプトンの説明

この実験結果をコンプトンは,以 前にアインシュタインによつて提唱されていた光子と

いう考えを用いて,炭 素は 墨は炭素原子の結晶)の原子核のまわりを回つている電子とX

線光子の弾性衝突として説明した。コンプ トンは,電 子の質量をれ,光 速をc,プ ランク

定数をんとするとき,入 射X線 の波長九,散 乱X線 の波長兄
′
と散乱角θの関係式

力
'一
九=里竺―(1_cosθ )
向 C

(3-41)

を相対論を用いて導いた。ここで,長 さの次元をもつ量名 =控 生は,コ ンプトン波長と呼
確

ばれ,入射X線 からの散乱X線 の波長の伸びの目安を与える量である。いま,知られたれ,

確,cの 値を用いてコンプトン波長を計算すると,名 キ2,4x10~賜mと なり,入 射X線 の

波長免キ7.lx10~1l mの
瑞
程度となる。これより,波 長の伸びか卜免

'一九は,入 射X線 お



よび散乱X線 の波長えおよび免
′
より十分に小さいと考えてよいであろう。

高校の物理でコンプ トン効果を習うとき,(3-41)式 は,相 対論を用いることなく,上

の結果をあらかじめ知つた上で,孝 ≪1として近似計算を行い導かれる12H。しかし,コ ン

プ トンが最初に行つたように,相 対論を用いて厳密に計算することにより導くのが本筋で

あろう。実際,波 長が1,O x10~塑m程 度の/線 (波長の短い電磁波)が 電子によつて散乱さ

れるような場合,は ね飛ばされた電子の速さは光速に近くなり,非 相対論の計算は許され

ない。さらに,空 ≪1とぃぅ近似も使えない伏 射X線 の波長によらず,コ ンプ トン波長

は変化しないことに注罰 。このようなときでも,(3-41)式 はそのままで正しい結果を与

える。

1の高校の物理で習うヨンプトン効果の計算は,次 のようなものである。図3-11よ り,相 対論的なエネルギ

ー,運 動量を用いることなく,エ ネルギー保存則と運動量保存則を,

と皇=空豊+二砲サ2
え  え
'  2

身

= 身
, C O S θ

十 ″L フC O S ψ

O三|I S i nθ一砲フslnタ

る。

十

( ; ; ) 2 _ ・ ; ; _ C O S θ

= ( 身 一

; | ) 2 + ; ; ; : ( 1 - C O S θ
)

…①

…②

…③

と書き,② ,

雑
寺

タ
　
メ

リ

′
　

　

２

よ
　
　
れ

銃

ここで,望二≪1のとき,

妨(!ケーサ|)2=ん
2」
場夕|

より, 修 一

弁 ) 2 の

項は, 微 刀ヽ量
孝
の 2 乗が力対すられるので落とす。こうして,

砲2フ2半空二(1-cosθ)

を①式へ代入して (3-41)式 が導かれる。



電子

散乱X線

はね飛ばさ

れた電子

図 3 - 1 1

図3-11の ように,静止している電子に入射X線 の光子が弾性衝突し,X線 光子が入射

方向と角θをなす向きに散乱され,電 子が入射方向と角″をなす向きに,速 さフではね飛

ばされたとする。入射X線 光子のエネルギーと運動量は,そ れぞれ
字
と
身
と表され,散

乱X線 光子のエネルギーと運動量は,そ れぞれ
学
と
身
と表される。はね飛ばされた電子

の相対論的エネルギーと運動量を,そ れぞれEと Pと すると,Eと pは (3-1つ 式と(3

-19で 与えられる。電子のエネルギーEと その静止エネルギー確c2の差(すなわち,運 動

エネルギー)をWと すると,衝 突の際のエネルギー保存則および入射方向とそれに垂直な

方向の運動量保存則は,次 のようになる。

竺 =竺キw
え  え
'

チ
=坊―COSθ+p c o s″

o= | l s i nθ_P s i n″

y = 歳 _ ″ 距
2

( 3 - 4 2 a )

( 3 - 4 2 b )

( 3 - 4 2 c )

ここで

であり,(3-19式 を用いると

10



c2p2=商 /(w+277LC2)

が成 り立つ。

(3-42b,c)式よリタを消去すると,

c2p2=空 二呈二十山二重ユー

学
cos θ

(3-49

(3-4つ

となる。( 3 - 4 2 a ) 式より,

施 施
W = ~ ヤ

ー ー ー

え  力
′

として,こ れを(3-43)式 へ代入し,(3-4つ 式を用いて,

確(1身一;〉)=ぅ,〉(1-COS θ)
を得る。これから(3-41)式 が得られる。以上の計算は何らの近似も用いることはなく,

厳密なものである。

原子核の影響

これまでの考察では,原 子核の存在を無視し,電 子ははじめ静止し周囲からは何の力も

はたらかない自由電子であると考えた。しかし,原 子核のまわりを回つている電子には,

原子核からクーロン引力がはたらき,電 子は原子核の周囲でエネルギ
ーの低い状態に東縛

されている。この原子核の存在と束縛エネルギーはどのような影響を及ぼすのであろう力、

まず,原 子核にX線 光子が衝突した場合を考える。原子核の質量は電子に比べ十分に大

きいので,X線 光子が弾性衝突しても原子核はほとんど動かず,X線 光子はエネルギ
ーを

失うことなく散乱される。したがつて,原 子核によつて散乱された散乱X線 の波長は入射

X線 の波長にほとんど等しい。実際,コ ンプトン波長上 は,散 乱体(電子あるいはいまの
確

場合原子陽 の質量れが大きくなると小さくなる。したがつて,(3-41)式 より,散 乱X線

の波長ののび泌えは,散 舌L体が電子の場合に比べ原子核の場合
ギ格
以下になることがわか

る
13)。このことが散乱X線 の強度分布(図3-10(B))に おいて,入 射X線 と同じ波長九に

ピークが現れる原因と考えられる。

次に,原 子核の周囲に束縛された電子にX線 光子が衝突した場合を考える。原子番号の

大きな原子では,そ の原子核がもつ正電荷が大きく,ク
ーロン引力が強いので,大 きな束

縛エネルギーで束縛されている電子の割合が多い。X線 光子が原子核に強く束縛された電

子に衝突すると,強 い東縛エネルギーのため電子は原子核から離れることができず,電 子

は原子核と一体となって動く。その結果,電 子はほとんどX線 光子からエネルギ
ーを受け

取らない。この場合,散 乱X線 の波長は入射X線 の波長九にほとんど等しい。
一方,原 子

番号の大きな原子であつても,原 子核から遠く離れた軌道を回つている電子の束縛エネル

ギーは小さい。このような電子はX線 光子との衝突に際し,自 由電子のように振る舞い,

その結果,原 子核から遠く離れた軌道を回つている電子によつて散乱された散乱X線 の波

13)原
子核を構成している陽子や中性子 1個 の質量は,電 子の質量の 1800倍 程度である。
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長はのび,九
″になる。

また,原 子番号の小さな原子では,ク
ーロン引力が弱く束縛エネルギーが刀ヽさいので,

原子核のまわりを回つている電子は自由電子に近い。この場合,す
べての電子によつて散

乱されたX線 の波長は,え
'に
近いものとなるであろう。

これらのことから,散 乱X線 の波長の強度分布は,散 乱体原子の原子番号によつて異な

り,原子番号が大きくなるにしたがつて,入射X線 と同じ波長えの強度が増加する。実際,

散乱角θを
一定にして散乱体原子の原子番号を変えたとき,散 乱X線 の波長の強度分布と

して,図 3-12(A),(B)の ような実験結果が得られている。

図 3-12:散 乱X線 の波長に対する強度分布

(A)試 料の元素の原子番号が小さいとき

(B)試 料の元素の原子番号が大きいとき

ω

0
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