
第2章 特 殊相対性理論2

S2-5 ロ ーレンツ変換

本節では,「特殊相対性原理」と 「光速不変の原理」を厳密に用いて,座 標系の変換を考

える。

図2 - 6

前節と同様に,1つ の慣性系(α系)(χ,v,z)に対し,もう1つ の慣性系(β系)(χ
′
,υ

″
,z′)

が,一 定の相対速度フで,χ 軸とχ′軸を一致させ,各 座標軸を平行に保つたままχ軸の正

の向きへ動いている場合(図2-6)を 考え,α 系の時刻をを,β 系の時刻をすとする。本

節では,一 般にα系とβ系では時間の進み方が異なり,長 さも同じではないとする。α系

の時刻を=0に おいてα系とβ系の原点 0(χ=υ tt z=0)と0'(χ
′=υ′=Z'=0)を 一致(すな

わち,各 座標軸を一勢 させ,β 系の時刻をす′=0に 合わせる。このとき,任 意の時刻と位

置におけるα系とβ系の時刻および座標の間の関係を求めよう。2つ の座標系の時刻と座

標の関係が,係 数が速度りの関数である次の 1次変換で与えられるとする
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を
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α(フ)を十β(フ)χ

X ' = δ(υ)を十/ (υ)χ

υ
′=え( ' ) υ

( 2 - 1 7 a )

( 2 - 1 7 b )

( 2 - 1 7 c )

5)2つ の座標系の間の関係が1次変換で与えられるのは,次の理由による。「特殊相対性原理」によれば,α

系とβ系で運動の法則は同じ形に書けなければならない。すなわち,α 系で力がはたらかず,物 体が等速

運動をしていれば,β 系でも等速運動をしなければならない。もし,2つ の座標系の間の関係が1次変換で

ないならば,α 系で等速運動をしていた物体がβ系で等速運動をしないことになる。

(2-17a,じ 式で,ゴ,χ
′
がgま たはzに 比例する項を含まないのは,次の理由による。もし,を

′
,χ

′
がJ

またはzに 比例する項を含むならば, を=χ =0で J≠ 0, z≠ 0の とき,を
'≠

0, χ
′
≠0と なり,

を=χ =0の とき, t'=χ
′=0と いう問題 設定に反する。

(2-17c,d)式 で,ソ
'座

標とZ′座標をそれぞれJと Zの 定数倍に等しいとおいたのは,次の理由による。

もし,プ とZ′がχ, をを含むならば,y=z=0の とき,v′≠0,Z′≠0となり,χ軸とχ′軸が一致

しなし、 また,ソ
′
(Z′)が Z(y)を 含むならば,文 =υ =0(χ =z=0)の とき, プ チ0(Z'≠ 0)となり,

z軸 (υ瑚 とz′軸(v■0が 平行ではない。また,J軸 方向とz軸 方向の空間の性質が同等である建 間の等

方働 ことから,(2-17c,d)式 のyと zの 係数は等しい。



Z″=え (フ)Z

(2-17a～ d)式 に含まれている係数α(フ),Д フ),/(フ ),が (フ),

順で決めよう。

[I]空 間の対称性

を′=α(―フ)を一β(―フ)χ
一χ

′=び(―フ)を
一
/(一ヮ)χ

Z′=え(―フ)Z

υ
′=え(―フ)ソ

フー

図2 - 7

図 2-6で ,空 間の座標軸をχ→ ズ1=―χ,υ →υl=Z,Z→ Zl=Jと 置き換え,速

度をサ→―フと置き換え(図2-7)て も,α 系とβ系の関係,す なわち,変 換(2-17a

～ d)は変わらないはずである。上の置き換えで(2-17a～ d)式は,

01
うて1

(2-17d)

え(フ)を次の4つ の手

( 2 - 1 8 a )

( 2 - 1 8 b )

( 2 - 1 8 c )

( 2 - 1 8 d )

( 2 - 1 9 a )

( 2 - 1 9 b )

( 2 - 1 9 c )

( 2 - 1 9 d )

( 2 - 1 9 e )

と書ける。(2-18a～ d)式が(2-17a～ d)式と同じ変換を表すとすると,次 の関係

が成り立たねばならない。

α( ―フ) = α ( フ)

β(一サ)=―β(フ)

/(一υ)=/(υ)

が(一フ)=一び(り)

え(―フ)=免(フ)

[工]原 点0'と 0の 位置

(I)α 系で時刻を,β 系で時刻を'のとき,β 系の原点OPの位置は,α 系では,を=を,

χ=フをと表され,β 系では,ダ =を',χ'=0と
表される。これらを(2-17a,b)式 ヘ

代入すると,

を'={α(サ)十β(フ)フ}を

0=(が(フ)+/(フ)フ}を

となる。ここで,を≠0より,

び(サ)=一/(フ)υ (2-20

を得る。

(五)α 系で時刻を,β系で時刻を'のとき,α系の原点Oの 位置は,α系では,を=を,χ=0



と表され,β 系では,を
'=r,χ '=_流′と表される。これらを(2-17a,b)式へ代入

すると,

ダ=α(ヮ)を

一,メ=が(フ)を

ここで, を≠0 , を
' ≠

0 よ り,

δ(フ)=一α(サ)フ (2-21)

となる。

を得る。

(2-20,(2-21)式 より,

α(フ) = / (サ)

となる。さらに,女 フ)を次のように置き換えよう。

β(フ)=~υ
〆(υ)

新たな関数【(フ)は,(2-19b,c)式 より,

【(―フ)=ヨζ(フ)

(2-2妙

(2-23)

(2-2つ

( 2 - 2 6 a )

( 2 - 2 6 b )

( 2 - 2 6 c )

( 2 - 2 6 d )

を満たすことがわかる6)。

(2.20),(2-2の ,(2-2)式 を(2-17a,b)式 へ代入して,時 間をと座標χの変

換式として,

( 2 - 2 5 a )

( 2 - 2 5 b )

を得る。

[IIE]相対性原理

α系とβ系は全く同等である。したがつて,β 系からα系への変換(すなわち,(2-

25a,b)式 および(2-17c,d)式 でを→を
',χ →χ

',y→
υ
',z→ z',フ →一フとした

変換)

を
' = / o (を 一

文詫万

χ

)

χ
′二/ (υ) (χ

―フを)

`二/(一フ
11を
'十
百百:巧丁

χr)

χ= χ( 一フ) ( χ
' 十

フダ)

y = 九( 一フ) y '

Z 二九( ―フ) Z ′

とα系からβ系への変換(すなわち,(2-25a,b)式 と(2-17c,d)式 の変抑 は,同 じ

関係式を与えるはずである。(2-26a～ d)式より,

6)(2-23)式
でフ→ ―フとすると,左 辺は, p(_ッ )=_β (フ)と な り,符 号が変わる。

一方,右 辺の分子

一IP/(フ)は ,一 (一レ)/(一フ)=F7/(フ)と なり符号が変わるから,右 辺の分母の符号は変化 しないので,(2

-24)式 のようになる。



(2-27a)

( 2 - 2 7 b )

を得る。(2-27a

(2-27c)

(2-27d)

-17c,d)式 に一致するためには,

(2-29

および

え(フ)・え(一サ)=え (フ)2=1 (2-20

が成り立たねばならない。ここで,(2-19c,c)式 を用いた。(2-20式 より,え(レ)=±1

となるが,「レ→ 0の ときソ
′→ y」 を考慮すると,

え(フ)=1 (2-30

が得られる
7七

[IVl 光速不変の原理

時刻を=0(を'=0)に
おいて原点O(0')で χ軸の正の向きに発せられた光は,α 系では,

時刻をにおいて位置χ=ctに 達し,β 系では,時 刻を
'に

おいて位置χ′=ct'に達する(光

速不変の原弱 。これらを(2-25a,b)式 へ代入して,

と'=/0 (1-手
:i;)を

Cダ=/(υ)(C―フ)を

となる。これらの式が任意のをおよびを
'に

おいて成立するためには,

【 ( υ) = c 2

が成り立たねばならない。

以上より,α 系からβ系へのローレンツ変換は,

を'こ/(フ)(を一―t:lχ)
χ
′=/ (υ)( I―冴)

(2-31)

２
　

ズ

カ式ｄ
”

7) (2-27c)式
で,

力(フ)=え (―フ)は ,

フ→ 0の とき,プ ー→ソとなるためには,

フによらず+1か -1で あるから,(2-301

( 1 - 7 a )

( 1 - 7 b )

え(一フ)→ 1でなければならない。

式が成り立つ。



υ
′=ソ

Z ′= Z

/ (フ) =誇

( 1 - - 7 c )

( 1 - 7 d )

( 1 - 8 )

となり, /(フ)は,

で与えられる。また,β 系からα系への変換は,(1-7a～ d)式を逆に解くことによ

り,

を=イ(フ) (を
'■

ど
夕χ

′

)               ( 2 - - 3 2 a )

χ= /ψ) (χ
′
十サr )             ( 2 - 3 2 b )

υ= υ′
              ( 2 - 3 2 c )

z = z '               ( 2 - 3 2 d )

と表される。ここで,c→ ∞のとき,を
'=を

,χ
′=χ一フを,υ

′=y,Z′ =Zと なり,通 常

のガソレイ変換(2-1l a～ c)が得られる。

S6 速 度,加 速度の変換則

通常のニュー トンカ学における速度の変換則では,α 系に対するβ系の速度のχ成分を

フ1,β系に対する/系 の速度のχ成分をυ2とすると,α系に対する/系 の速度のχ成分υ3

ヤま|

フ3 = フ 1 + υ 2 (2-39

となる。 しかし,相 対論で 「光速不変の原理」を用いるかぎり,速 度の変換則(2-33)が

成 り立たなV のヽは明らかである。なぜなら,フ1=晦 =:Cの とき,フ3=;Cと なり,/系 の

α系に対する速度が光速cを超えてしまう。「光速不変の原理」では,ど のような座標系(慣

性系)で見ても光速がcで あるから,あ る座標系に対し光速cを超える速度をもつ座標系は

存在できないはずである。

相対論における速度の変換則は,前 節で求めたローレンツ変換から導き出される。

いま,あ る物体が空間の中を,任 意の速度と加速度をもつて運動しているものとする。

まず,物体の速度のχ成分の変換則を求める。α系で泌をの間に物体のχ座標が左 変化し,

β系で泌を'の間に物体のχ′座標が左 ′
変化したとすると,ロ ーレンツ変換(1-7a,b)式

より,

( 2 - 3 4 a )

( 2 - 3 4 b )

4κ 一 晩笠

ヽ

―

―

―

ノ

泣
　

り

一一　　　　　　　　　　　一一

〃

　

左

フ一
左
一オ〓ダ

一〃 泌を一歩ゑ1-津孝

が成 り立つ。これより,



となる。ここで,

χ成分の変換則

フを三
フ.― フ~え
1-まち

を得る。また,β 系からα系への変換則は,

ワX  l+士
レ生

となる。(2-35a,b)式 は, c→ ∞のときフ生=ら 一フとなり,ニ ュー

速度の変換則(2-1の に帰着する。

次に,物 体の速度のソ成分の変換則を求める。

(1-7c)式 より泌υ
′=泌υとなるので,(2-34a)式 を用いて,

泌J

となり,α 系からβ系への速度のソ成分の変換則

フj =

を得る。β系からα系への変換則は,

υ
y

泌を→0のとき4三→ち,生 →,xとぉぃて,

/(フ)(1-1ま;ワ・)

,あ

(υχ
― ク)(1+為

)

α系からβ系への速度の

(2-35a)

(2-35b)

トンカ学における

(2-36a)

泌y'

Zを
'

勺
一
ト

z全を

/(フ)(1-ど争号袴)

４
一峰

υ

計

一
中

一

ｒ

¶

＝

イ

Ｋ

χ
フ土

Ｃ２
一

／

１

１

ｔ

＼

泌

／
１
１
１
＼

フ／

ヽ

―

―

―

ノ
左上

Ｃ２

フ
y=

/(フ)(1+i:タフ生)

(2-36b)

である。

速度のz成 分の変換則は,υ 成分の場合 と全く同じである。

続いて,加速度の変換則を求める。α系で必をの間に物体の速度のχ成分が泌フx変化し,

β系で4を
'の

間に物体の速度のχ成分が泌υ生変化したとする。まず,(2-35a)式 より,

フ生+泌フ生=
ファ+泌 フχ

一υ

1-iま夕(フχ+泌フィ)

「
lxl≪1の とき,(1+χ )αキ1+鉱  (α :実数)」

6
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よ先 近似公式



を用いて,

フ生+泌フ生

となる。 し たがつて,

泌υ生=
泌サヌ

/(フ)2(1_歩 ファ
)2

β系からα系への座標のローレンツ変換(2-32a,b)か ら,微 小変化の式

Дを= / (υ
( 2ダ

十
:争

Z陸′

)

泌χ二/(フ) ( 4κ
′
十サ泌り

を求め,こ れ らより,左
′
を消去 して,

１
１
１

・
に

イ
‐―

‐―
ザ

一

／

１

１

１

＼

フ／Ｉ
フ上

Ｃ２
一

ヽ

―

―

―

ノ

χ
フ

上

Ｃ２

泌を'=/(フ)(1-」争乞静)泌ゼ

/(フ)3(1_ン ファ
)3

α生

(2-3の

(2-39

(2-39a)

( 2 - 3 9 b )

を得る。(2-3の,(2- 3 9式 を用V ,ヽ  俳 →αィ, 宅
夕

→宅 , 老
静
→フx(泌を‐→0のと

き)として,α 系からβ系への加速度のχ成分の変換則は,

α生三

となる。β系からα系への変換貝Jは,同様に,

α.=

/(フ)3(1+ど争フ1)3
である。

さらに,加 速度のJ成 分の変換則を求める。速度のJ成 分の変換則(2-36a)よ り,微

小量の積の項を落として,

フ
J+泌

υ
J

ヽ

１

＞

―

ブ

Ｘ
　
　
　
　
　
一７
１

フ泌十
文

フ土
Ｃ２

一

ｒ

ｉ

く

ｌ

ｋ

フ／

＋

　
　

　

　
　

　

　

　
　

　

　

＋

フ3+泌フケ=



となり,(2-39式 を用いて,α 系からβ系への加速度のv成 分の変換則を次のように得

る。

aうま
俳

=

/(サ)2(1_ま υぇ
)2

フ

2フ υ
αX

+    C イ

/(レ)2(1_ン フ・
)3   (2-40a)

α
J

β系からα系への加速度の変換則は,

α3 ン
フうα生

(2-40b)

となる。

S2-7 光 行差とフレネルの随伴係数

光行差

前章では,エ ーテルの存在を仮定することにより説明したが,こ こでは,相 対論的な速

度の変換則を用いて説明する。

速度フで動いている観測者が,静 上しているときの伸角がθの方向の恒星からくる光を

観測すると,そ の仰角は,

α半坐sin θ            (1_1)
C

だけ小さくなる。ここで,cは 光の速さである。光行差の式(1-1)は 相対論的に,次 のよ

うに導かれる。

図 2 - 8

α
フ ヽ

１
１
１

ノ

，

ァ
フ土

Ｃ２
十

／

１

１

１

ヽ

フ／

ヽ
１
１
１

ノ

，
　
Ｉ

υ上
Ｃ２

十

／

１

１

１

ヽ

フ／
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図 2-8の ように,恒星からくる光がα系でχ軸に対し角度θをなし,β 系(α系に対し

χ軸方向へ速度フで等速運動をしている座標系)でχ′軸に対し角度θ'をなしていたとする。

光の速度のχ成分はα系で,ヮχ=一ccosθ,β 系で,フ =々一C COS θ′であるから,(2-35

a)式を用いて,cos θ
′は,

フ

cosθ
'=一 生 二 C°

Sθ 十

1言 と手cosθ 十 二 Sin2 θ         (2-41)

C   l +坐
co sθ     C

C

と表される。ここで, 日 ≪1 として, 近似公式翻 いた。ダまθ一αとおくと, 円 ≪1 であ

るから,近 似公式 「cos α≒1,sin αキα」を用いて,cos θ
′
は,

cosθ′=cos θcos α ttSin θsin α

キoos θ tt αsin θ            (2-4の

となる。(2-41),(2-4の 式より(1-1)式 を得る。

フレネルの施伴係数

前章で説明したフレネルの随伴係数は,何 ら恣意的な仮定を用いることなく,相 対論的

な速度の変換則(すなわち,ロ ーレンツ変肉 を用いて,容 易に導くことができる。

フレネルは,透 明な物体の速度をフ,絶 対屈折率をれとしたとき,透 明な物体中のエー

テルは,速 度

( 1 - ; 十 )フ
                   ( 1 ‐

- 2 )

で動くと主張した。光は透明な物体中のエーテルに対し速度三で動くと考え,ガ ジレイ変
れ

換による速度の変換則(2-1の を用いると,速 度フで動いている物体中を伝わる光の,静

上した観測者に対する速度は,

c,==とキ
(1_ゎ )フ

                 (4-43)

となる。

(2-49式 を相対論(ローレンツ変幻 を用いて導こう。静止した観測者のいる座標系をα

系,透 明な物体の座標系をβ系とする。絶対屈折率れの物体中の光の速度は,三 であるか
れ

ら,(2,35b)式 で七 =三 とおくと,静 止した観測者から見た光の速度は,
7 L

C

二 上 ≒
号t+坐 )t一

上
)キ号

十
t一キ )フ

となり,(2.49式 で与えた物体中の光の速度に一致する。ここで,物 体の速度フは,光 の

9



速度cよ り十分に遅い
欄

≪
う

として,近似公式棚 いた。

物体中の‐‐一チ,レが物体に51きずられて速度
(lT幸 う

フで動くというフレネルのE主張は,

ローレンツ変換から自然に導き出されることがわかる。

S2-8 「 光速不変の原理」を用いないローレンツ変換の導出
8)

S2-5で ローレンツ変換を導く際,われわれは 「光速不変の原理」を用いた。しかし,

「光速不変の原理」を用いなくても,ローレンツ変換と同等の関係式を導くことができる。

すなわち,(2-25a,b)式 に含まれたて(フ)が,速 度フによらない正の一定値であること

を示すことができる。ただし,こ の一定値が光速cの 2乗 に等しいことを示すには,光 の

速さは座標系のとり方によらず一定になるという,観 測結果あるいは電磁気学の結論を用

いなければならない。

β系(を
′
,χ

r,υ′
,Z′)をα系(を,χ,y,z)に 対し速度フ1でχ軸の方向へ等速運動をしている座

標系とし,/系 (メ,χ
″
,プ,Z″)を,β 系に対し速度ヮ2で χ軸の方向へ等速運動をしている

座標系とする。このとき,/系 のα系に対するχ軸方向の速度を,3とする。まず,(2-

25a,b)式 より,次 式を書こう。

( 2 - 4 4 a )

( 2 - 4 4 b )

および

( 2 - 4 5 a )

( 2 - 4 5 b )

ここで,/(フ)は(2-20式 で与えられる。(2-44a,b)式 を(2-45a,b)式 へ代入すると

を'=/(フ1)(を一i京:t;子テχ)
χ
′= / ( フ1 ) ( χ

―フ1す)

を
″=/(フ 2)(ダ

~茄 χ
′

)

χ
伊= / (レ2 ) (χ

′~ワ
2ダ)

を″=/(フ1)/(,2)|(1+祐)を一(万言を万丁+品)χ}    (2--46a)
χ″=/(フ1)/(フ2)|(145営1号1丁)χ

―(り1+フ2)と|
となる。一方,メ ,χ

″
は,(2-25a,b)式 より,

( 2 - 4 6 b )

8)こ
こで説明する 「光速不変の原理」を用いないローレンツ変換の導出を,最 初にやつて見せたのは,テ ル

レッツキーである。彼はその著書 「相対性理論のパラドックス」(中村誠太郎監修,林 昌樹訳 (東京図書)

1966年 )の 中で,こ の導出を示した。また,「光速不変の原理」を用いることなしに,こ こでの説明とは異

なる方法で,相 対論的な速度の変換則を導出したのは,マ ーミンは Da宙 d Me施 ;American Joumal of

Physics,Vol.52,Page l19,1984年)で ある。
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( 2 - 4 7 a )

χ
″= / 0 3 ) ( χ~ 始 を)            ( 2 - 4 7 b )

と書ける。これから,メ の式のすの係数とχ″の式のχの係数が等しいことがわかるので,

(2-46a,b)式 でをとχの係数を等しいとおくと,

【(フ2)=コζ(ク1)

となる。これは,【 (フ)はりによらない定数であることを示している。そこで,

【(フ)=【 (定数) (2-49

とおく。(2-17c,d),(2-25a,b),(2-29,(2-30お よび(2-40式 から,「光速

不変の原理」を用いることなしに,α 系に対しχ軸方向へ速度フで動いているβ系へのロ

ーレンツ変換を次のように得る。

ここで,/(フ)は,

( 2 - 4 9 a )

( 2 - 4 9 b )

( 2 - 4 9 c )

( 2 - 4 9 d )

(2-50/(フ)=

となる。

次に,(2-46a)式 と(2-47a)式のχの係数を等しくおき,(2-49式 を用いると,

/(フ1)/(,2)(フ1+フ 2)=/(フ 3)υ3 (2-51)

となる。これは,(2-46b)式 と(2-47b)式 のをの係数を等しいとおいた式に等しい。(2
-51)式の両辺を2乗 して,(2-50式 を用いると,

ヽ

１

１

１

ノ

χ始一勁
一

／
１
１
１
＼

フ／〓

ヽ

―

―

―

ノ

χ
　
　
の

メ

　
　
　
χ
　
υ

　
ｚ

よつて,

(2-5か

土厚

(ク1 +フ 2 ) 2       フ !

(1-号:)(1-孝)1-奪

フ!(14粋

)2=(フ

1+υ 2)2

・・・ フ3 = = 生
十フ2

1 + ワ
1 フ2

【

となる。(2-5の 式は,(2-35b)式 において,ヮ→始,フ,→ フ2'サィ→フ3として'C2を

【に置き換えたものであり,速 度の変換則を表している。

定数てのとり得る値の範囲を求めよう。まず,【 <0の 場合を考える。議論を簡単にす



るため,フ1>0,,2>0と し'フ1,フ2は無限小ではないが,刀 さヽな速度とする。ある座標

系に対し,小 さな速度で動く座標系は,必 ずとることができると考えられる。(2-5の 式

より,レ1ッ2<|【|のとき,ヮ3>フ1+ワ2となる。次に /系 に対しχ軸方向へ速度ち(>0で

動いている/1系をとると,フ3フを<|【|であつたとしても,/1系 のα系に対する速度υ4は'

フ4>レ3+フをとなる。このように次々に元の座標系に対しχ軸方向へ有限の速度で動く座標

系を考えると,無限小ではない速度y2(>0)に対し,いつかはフれy2>|【|を満たす速度フれが

得られる。このとき,α 系に対しズ軸方向へ速度サぇで動く座標系をδ系とし,び系に対し

χ軸方向へ速度y2で動く座標系をび1系とすると,が 1系のα系に対する速度υttHは,(2
-5の式よリフれ刊<°となる。これは,び系がα系に対しχ軸の正方向へ運動し,び1系がび

系に対しやはりχ軸の正方向へ運動しているとき,δ l系はα系に対しχ軸の負方向へ運

動することを示している。このようなことは起きないはずである。したがつて,て は正で

ある。

定数ての物理的意味を考える。時間をと空間座標(χ,ソ,Z)は実数であるから,ロ ーレン

ツ変換は実数の変換でなければならない。したがって,【 >0の とき,/(フ)を与える式(2

-20よ リフは頼書を超えることはできない。すなわち,Fは 速度の上限を与える。い

ま,あ る物体がα系に対しχ軸の正方向へ上限の速度革言で運動しているとき,α 系に対

しχ軸方向へ速度フで運動しているβ系で観測するこの物体の速度フ'は(2-5'式 で

フ1 = フ' フ3 = 好 とおくと,

プ=フ2 = f

となる。すなわち,上 限の速度で動いている物体の速度は,観 測する座標系によらず一定

であることがわかる。 したがつて,上 限の速度を見つけようと思えば, どんな慣性系で観

測しても同じ速度となるものを探せばよい。そのようなものとして,光 速cが存在する。
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