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理論第 3問  重 力場中の中性子

馴染み深い古典論の世界では,地 表面ではね返る弾性的なボールの運動は,永 久運動の

1つ の理想的な例である。ボールは地表面の下側や折り返し点の上側へ進むことはなく,

眺ね返されたり,跳 ね上がったりして束縛された状態を永久に保つ。空気抵抗があったり

非弾性衝突が起こつたりすると,こ の過程は続かなくなるが,下 記において,こ のような

ことは生じないものとする。

2002年 ,グ ルノーブルのラウエ・ランジュバン研究所の物理学者グループは,地 球の重

力場中での中性子の振る舞いに関する実験的な証拠を報告した D。実験において,右 方ヘ

動いている中性子は,中 性子鏡として作用する水平な結晶表面に向かつて落下し,弾 性的

にはね返り,再 びはじめの高さまで戻る。

実験装置は,図 1の ように,入 り日W,高 さz=0に ある中性子鏡 M,高 さz=耳 にあ

る長さとの中性子吸収体A,お よび,中 性子検出器 Dか らなる。中性子のビームは,水 平

方向の速度成分フχでWか ら飛び出し,A,M間 の空洞を通つてDへ 飛行する。Aの 表面

に達した全ての中性子は吸収され,実 験装置から消える。Mの 表面に達した中性子は弾性

的に反射される。検出器 Dは ,到 達率N(H),す なわち単位時間あたりDに 達する全中性

子数,を 計測する。

中性子は,正負の広い範囲の値をもつ鉛直な速度成分りzで空洞に飛び込む。
一度空洞に

飛び込むと,そ れは下面の鏡と上面の吸収体の間を飛行する。

1.高 さzで入射し,検 出器 Dに 達することのできる中性子の速度の鉛直成分フzの範囲

を,古典論により求めよ。この問題では,こは他のどんな長さより十分長いものとする。

2.上 で求めた速度範囲外のすべての中性子が,zの 値にかかわらずAに 吸収されるよう

な空洞の長さの最小値Lcを古典論により計算せよ。ただし,フx=10 Hys,戸 三50 μ m

とする。

中性子の到達率∬(H)は ,Dで 測定される。それは,「 と共に単調に増加すると考えら

オしる。
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3.空 洞に達する中性子は,高さzと速度の鉛直成分フzをすべて等確率でもつと仮定して,

古典論による到達率「c(F)を 求めよ。答には,高 さzで 速度の鉛直成分フzをもつて空

洞に入射する中性子の
一定の数密度ρ(単位時間,単位速度,単位高さあたりの中性子豹

を用いよ。

グルノーブルのグループによつて得ら

れた実験結果は,上 の古典論による予言  ∬ (「)

と一致せず,代 わりに,「 (H)の 値は,

高さの臨界値「1,F2'…
・を横切る度に

シャープな増カロを示した(図2)。言い換

えれば,実 験は鏡で跳ね返る中性子の鉛

直方向の運動が量子化されることを示し

た。水素原子のエネルギー準位を求める

際にボーアとゾンマーフェル トが用いた言葉を用いると,この条件は,“鉛直方向の運動に

関する中性子の作用Sは ,プ ランク定数の整数倍に等しい
"と
なる。ここでSは ,

S = F p z ( Z )彦 =れれ,れ = L 2 , 3 ,… (ボーア ・ゾンマーフェル トの量子条件)

と表され,pzは 古典的な運動量の鉛直成分であり,整 数れはすべてのはね返りのサイク

ルをカバーする。空洞においては,こ れらのSの 値をもつた中性子のみが許される。

4。 (鉛直方向の運動に関係した)眺ね返りの高さHれ とエネルギー準位Eれを,ボ ーア ・ゾ

ンマーフェル トの量子化条件を用いて求めよ。また,灯 1をμmの 単位で,Elを eVの

単位で,数 値として求めよ。

入射時に一定であった中性子の初期分布ρは,長 い空洞を飛行する間に,Dで 検出され

る階段状の分布に変化する(図2)。ここからは,簡 単化してH<ダ 2である長い空洞を考え

る。古典論では,問 1で考祭した範囲のエネルギーをもつたすべての中性子が空洞を通過

することができるが,量 子力学では,エ ネルギー準位Elの 中性子のみが許される。ハイゼ

ンベルグの不確定性原理にしたがえば,こ のことは,飛 行時間に最小値が存在することを

意味する。もし,空 洞の長さが短ければ,鉛 直方向の運動に関するエネルギーの不確定性

が重要になる。この現象はエネルギー準位の広がりを引き起こす。

5.飛 行時間の最小値をq'お よび,Dに おいて中性子数の最初のシャ
ープな増加を観測す

るのに必要な空洞の長さの最小値二?を計算せよ。ここで,フχ
=10m/sと する。
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データ :プランク定数

真空中の光速

電気素量

中性子の質量

地球上での重力加速度

もし必要ならば,

ん= 6 . 6 3 x 1 0  3 4  J s

c二3.00×1081n/S

e圭1.60×10~19C

nf=1.67× 10 27 kg

g = 9 . 8 1 1 W s 2
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理論第 3問  M黎 朝

重力場中の中性子

1,Aに おいて吸収されずに生き残る中性子は,Mで 跳ね返つた後の最高点の高さが「未

満のものである。中性子の速度の水平成分は変化しないことに注意すると,高 さzで鉛

直方向の速度成分フzをもつて入射する中性子の最高点の高さがダ未満である条件は,

2.前 問 1で 求めた範囲外の速度成分フz(z)を もつた中性子が吸収されるためには,空 洞

内で,中 性子が少なくとも1度は最高点に

達することが必要である。必要とされる最

小の長さLcは ,z=「 でフz=0の 場合(右

図)を考えることにより求められる。高さ

「の最高点から下面 Mま での落下時間を

をメとすると,

Lc=フェ。2をr' 「=;gを,

これよりすrを消去して,

Lc=2フ χ

=2× 10×
2x50x19~6=6。

4x10~2m=6.4cm

3.与 えられた高さzで入射する中性子の,単 位高さあたりの到達率は,そ の高さで許さ

れる速度範囲に比例するから,比 例定数をρとして,

響

= ρ
レ z , I I l a X ( Z ) 一

フ
z , I I I i n ( z ) 1 = 2 ρ V 2 g ( H ―

z )

到達する中性子の総数は,す べての可能な高さに入射する中性子を加えて得られる。

υ二岳とおいて,

エネルギー保存則より,

上助砂2+Mgz<的 〃
2

.・.一V20(H―z)<フz(Z)<V20(H一z)

」=

2ρV2g(」暫―Z)】2=2ρ海 ,宵;|1寸年E裏万】υ

仔

「c( F ) =
船
。(Z)=i〔

=2ρvZ夢島「号[一:(1-ソ)'1+=;ρttH号
4.高 さ「 から落下する中性子の運動量の鉛直成分pzは ,エ ネルギ

ー保存則より,

弁
十批し啄二慨 ∴ ゑ =±財V歓 ダ

ーつ



拶ほね返り運動の 1サ イクルに関する作用Sは ,上 昇運動の作用の2倍 に等しいから,

ボーア ・ゾンマーフェル トの量子化条件S=れれより,「 → H.と して,

1

島r71  t百テ協lb)5れ:
対応した(鉛直方向の運動に関係した)エネルギー準位Eれは'

1

E れ= 的 F 7 . = ( 型
堵夢

土

) 5 れ

:

第 1エネルギー準位の数値は,

1                     1

灯1 = ( 玩鑑二丁ア
= ( ぁ
ギ苦塔ヂ名キ甥手牧告百T ア

= 1.65x10~5m=16.5/m

El=的 「1=1・67x10~27× 9.81xl.65× 10~5

=2.70× 10~31」=1.69× 10~12 eV

5.不 確定性原理は,最 小時間泌をと最小エネルギー泌Eの 間に,関 係式泌ユ物を≧れが成り

立つことを要求する。ここで,力 =身 である。この時間に,右 向きに運動している中性

子は,距 離

ムκ=フ.泌を≧フχ
万

だけ進む。いま,空 洞内で許される中性子のエネルギ
ーの最小値はElで あるから,

泌E～ Elとなる。それゆえ,飛行時間の最小値を。と必要とされる空洞の長さの最小値Lq

は ,

サポ 王〒
=            = 3 . 9 x 1 0 ・s = 0 . 4  E l S

L?付フズ告=10×哀☆舞端執戸=3.9x103m二4mm
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【参考 1】 ボ
ーア ・ゾンマーフェル トの量子化条件

1.ボ ーアの水素原子模型

20世 紀初頭,原子がさらに小さな正の電荷をもつ原子核やそのまわりを回る負の電荷

をもつ電子からできているという原子模型には,大 きな困難があつた。古典的な電磁気

学によれば,荷 電粒子が加速度をもつと,粒 子は電磁波を発生する。したがつて,原 子

核のまわりを回る電子は電磁波を発生してエネルギ
ーを失い,つ いには原子核に吸収さ

れてしまう。

1913年 ,ボ ーアOohryは ,原 子内の電子に関して,次 のことを仮定することにより水

素原子の構造を考祭し,水 素原子から発せられる光のス
ペクトルを説明することに成功

した。

以下,原 子核の質量は電子の質量より十分大きく,動 かないものとする。

ボーアの仮定

1)エ ネルギーが決まつた値をもち安定した定常状態にある電子には,ニ ュ
ー トンの運

動方程式が適用できる。

2)電 子の定常状態はある量子化条件を満たす。

3)定 常状態にある電子は,加 速度をもつているが,電 磁波を放出しない。

4)電 子が 1つ の定常状態から別の定常状態へ移るとき,そ のエネルギ
ー準位の差のエ

ネルギーを, 1個 の光子として放出したり吸収したりして,電 磁波の放出
・吸収が起

こる。

2.角 運動量保存則と量子条件

原子核のまわりを回る電子には,つ ねに中心の原子核の向きの力がはたらく。この力

は,太 陽のまわりを回る惑星にはたらく万有引力と類似した力で,中 心力と呼ばれる。

粒子に中心力がはたらくとき,そ の運動における面積速度は
一定に保たれる。面積速度

に粒子の質量の2倍 を乗じた量を角運動量という。したがつて,原 子核のまわりを回る

電子の角運動量は
一定に保たれる(保存される)ことになる。

質量れの電子が中心の原子核から距離rの 円軌道上を速さフで等速運動するとき,そ

の角運動量は砲υrと表される。そこでボ
ーアは,こ の角運動量が乃=哉

メ
ん :プランク

定豹 の整数倍のとき,電 磁波を出さないと仮定した。したがつてこの場合,ボ
ーアによ

る量子化条件は,

れフr=コ 脇   (れ =1,2,3,・…)

と表される。

3.量 子化条件の一般化

ボーアの量子化条件を
一般化する試みは,プ ランク(Planckyゃゾンマ

ーフェル ト

(Sommerfe10等 によつてなされた。

電子の運動量の大きさをp=確 フとすると,① 式は,

p・2″r=れん

と書き直される。ここで,2πrが円軌道の長さであることを考え,こ の式を,

…①

iョ

・胡S=れ れ
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と書き直す。ここで,pは 電子の運動量ベクトル,αSは電子の軌道Cに 沿つた微小な

接線方向のベクトルであり,積 分は軌道Cに 沿つて
一周にわたつてとられる。②式を,

ボーア・ゾンマーフェルトの量子化条件(以下,簡 単のためにBS条 件と呼ぶ)という。

4.調 和振動子のエネルギー準位

ここでは,② 式を用いる例として,調 和振動子(単振動している粒子)の運動を調べて

みよう。

質量れの粒子をばね定数たのばねに付けて原点χ=0を 中心にχ軸上で単振動させる。

粒子の位置がχで速度がフのとき,力 学的エネルギーEは ,p=純 フを用いて,

E=上碗フ2+上位2=二 十上位2
2       2      2阿 れ  2

と書ける。

粒子の力学的エネルギー2が 保存される

とき,縦軸にP,横 軸にχをとつて(このよう

に座標軸をとつた空間を位相空間という)③

式のグラフを描くと図aの ようになる。いま,

単振動の角振動数のを用いてた=砲の
2と
ぉ

くと,図 aの精円の長半径(長軸の長さの半

か はA = ば
蔑訂
とな生 このと乱 粒コ 乱

χ=0を 中心に,χ =一ムとχ=ム の間で単振

動をする。この単振動の軌道が②式の左辺の

積分の軌道Cで ある。

粒子がχ=一ムからχ=Aへ 運動するとき,位置χでの運動量pは ,③式にAを 用いて,

P>0で あることから,

p=mρVA2_χ2

と表される。また,χ =ム からχ=一Aへ の運動では,

p=―″γttVA2_χ2

となる。したがつて,②式は,

初

itAVA2_χ

2】
χ 十

(一

れ の

すfAvA2_χ

2】
光

)=れ

れ       …
'(⊃

となる。④式の左辺が図aの精円の面積を表すことは明らかであろう。

これより,BS条 件は,「位相空間に描かれた閉軌道内部の面積がプランク定数れの整

数倍に等しい」と言い表すことができる。

図aの精円の面積は,″ギ2″ゼであるから,④式は,

πAV2確E=れん

となり,粒子の力学的エネルギーEが,振動数ソを用いて,

…③

図 a

ツれれ〓ω
一坊
れれ〓Ｅ

…⑤



と表されることがわかる。

⑤式は,振 動数ンの調和振動子のエネルギ
ーがれンの整数倍に限られることを示して

いる。電磁波も電磁場の調和振動子と考えると,電 磁波のエネルギ
ーがれンの整数倍に

限られることになる。これがプランクの量子仮説である。

【参考 2】 不確定性原理

量子力学では,粒 子の 「位置と運動量」あるいは 「時刻とエネルギ
ー」を同時に決める

ことができないという不確定性原理が成り立つ。粒子の波動性を仮定すると,不 確定性関

係の成立を自然に理解することができる。

1.粒 子の波動性

1924年 , ド ・プロイ(de Broghe)は,元 々電磁波という波と考えられていた光が粒子

としての性質をもつならば,元 々粒子と考えられていた電子,陽 子や中性子なども波と

しての性質をもつのではないかと考えた。そして,粒 子性と波動性の間の関係式は,光

波と光子の間の関係式と同じではないかと考えた。すなわち,エ ネルギ
ーEを もつ粒子

の振動数ンは,プ ランク定数をんとして,

Ｅ

一れ
〓ン

運動量pを もつ粒子の波長九は,

九=二

p

で与えられるとした。

①式で与えられる波長をもつた粒子の波を,物 質波あるいはド・プロイ波という。粒

子がこのような波動性をもつことは,結晶に電子線をあてる実験などにより確認された。

2.単 スリットによる光の回折

幅αの1つのスリットに,ス リットに垂直に

左側から波長えの光を照射すると,ス リットの

右側の十分遠いところにスリット面と平行に

置かれたスクリーン上に,図 bに示すような光

の強度分布が現れる。図cにおいて,θ は回折

角である。このような強度分布が現れる理由は,

定性的に次のように説明される。

図 cの ように,ス リットABの 中点を Cと   _2え

し,点 A,C,Bを 通り,ス リット面で回折角θ

で回折した光を,そ れぞれ Ll,L2,L3と する。

点Aか ら光L2へ引いた垂線をAClと する。CCl

=考となるとき,光LlとL2は打ち消すから, 図 b

スリットのAC間 を通過する光とCB間 を通過する光は互いに打ち消す。したがって,

回折角θの方向のスクリーン上の点は暗くなる。このとき

…①

2 λ

え

0

― え

クsin θ
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図 c 図 d

次に図dの ように,ス リットABを 3等分した点を,Aに 近い方からC′,D′ とし,

点A,C',D′ ,Bを 通り,角 θ
′で回折する光をLl,Lら ,L3,Lを とする。点Aか ら

Lタヘ引いアこ:垂線をACtと する。 C'Ct=考 となるとき, 光Llと Lをは打ち消すから, ス

リットのAC'間 を通過する光とCrD′間を通過する光は互いに打ち消すが,D'B間 の光

は打ち消されず残り,角 θ
夕の方向のスクリーン上の点は少し明るくなる。このとき,

げqギ飾ダ考∴諭ダ=う2
が成り立つ。

スリットをた(た=4,5,6,…)等分し,同 様に考えれば,一 般的に,回 折角θに対し,

れ=1,2,3,・…として,

のとき,暗 線

十
;)   の

とき,ヨ弓い明線

となることがわかる。

最後に,明 線の明るさについて考えてみよう。

回折角θが 0か ら増加するにしたがい,光の強度は 1度極/ 1にヽなり,次にα s i n  θ= ;え

のとき極大になる。このとき,ス リットを通過する光の
:は
打ち消し,;の 光のみが生

き残る。光の強度は振幅の2乗 に比例すること,お よび,残 つた光の位相もずれている

ことを考慮すると,こ の位置の光の強度は,θ =0の 位置の強度の
(;)2×;=名

倍程度

に小さくなる。



以上のことから,ス リットを通過した光のほとんどは,α卜inq<ぇ の範囲に進むこと

がわかる。したがつて,ス ジット幅αが入射光の波長えに比べて十分大きければ,ほ と

んどの光はθ～0の方向へ進み,光 は回折せずに直進する。逆に,ス リット幅αを波長え

と同程度に小さくすると,光 の回折角例ま大きくなり,0～
多
の範囲に広がる。

3.粒 子の位置と運動量の間の不確定性関係

スリットに光のかわりにド・ブロイ波を

あてるとどのようなことになるかを考えて

みよう。幅泌χのスリットに,大 きさpの

運動量をもつ粒子線をあてる思考実験(実

際に実験するのではなく,物 事を単純化し

て理論的に考察する実列 を考える(図e)。

ド・ブロイ波も光と同様の波であるから,

スリットに光を照射したときと類似の現象

が起こるはずである。すなわち,ス リット

幅を広くすると,粒 子線のド・プロイ波の

直進性が増し,回 折角の広がりは小さくな

る。逆に,ス リットの幅を狭くすると,回

折角の広がりは大きくなる。いま, ド・ブ

ロイ波の回折角が 0で はないということは,ス リットに垂直にあてたはずの粒子線の粒

子も,ス リットを通過するとき,ス リットに平行な運動量成分をもつことを意味する。

そこで,粒 子がスリットを通過する位置を特定しようと,ス ジット幅を狭くすると,

回折角の広がりは大きくなり,ス リットに平行な運動量成分が広がって,定 まらなくな

る。逆に,ス リット幅を広くすれば,ス リットに平行な運動量成分の広がりは狭く,運

動量のスリットに平行な成分はほとんど0に決まってくるが,粒 子の通過する位置が特

定できなくなる。これは,粒 子の位置と運動量を同時に正確に決めることはできないと

いう不確定性原理を表している。

1つの粒子が幅な のスリットを通過するとき,ス リットに平行な方向(χ方向)の位置

の不確定さは～泌χである。先に述べた単スリットによる光の回折の考察から,粒 子の

ド・プロイ波長をえとすると,粒 子は,ほ ぼ回折角θが左だsin θ<ヵを満たす範囲に広が

る。したがつて,ス リットを通過する粒子の回折角θは,最 大で,

え
s i n  θ― 一一

左

である。よつて,ス リット間の粒子の運動量のχ成分には,最 大で,

つ χ t t  p S hθ
～塑
左

の広がりがあることがわかる。ここで①式を用いると,

～χ・左
～れ …②

の関係が成り立つことがわかる。②式はχ方向の位置と運動量の不確定性を表す式であ

る。

図 e
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さらに考察を進めると,時 刻と粒子のエネルギーの間にも不確定性関係が成立し,時

刻の不確定さ泌をとエネルギーの不確定さ泌Eの 間にも,

泌E・泌を―ん

の関係が成り立つことがわかる。

「
ェ


