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理論第 2問         力 7rでの圧冒控浦賜2井 療

長さ:で断面積Aの 一様な棒に応力が作用していない状態を考えよう(図2-1)。 逆向き

で等しい大きさFの 力が両端面に,面に垂直に作用すると,棒の長さは泌どだけ変化する。

端面に作用する応力Tは
暑

で定義される。長さの変化の割合空二は,棒 のひずみSと 呼ば

れる。応力とひずみにより,フ ックの法則は,

T=yS あるいは 二=y空
ム  ″

と表される。ここで,才 はこの棒のヤング率と呼ばれる。圧縮性応力Tは F<0に 対応 し,

長さを短くする(泌ど<0)。 このような応力Tは 負の値をもち,圧 力Pと 関係式T=― Pで 結

ばれる。

図 2 - 1

密度βの一様な棒に対し,棒 に沿つて伝わる縦波の伝播する速さ"は ,

α = | チ …(i)

で与えられる。

以下の設間において,減 衰と散逸の影響は無視できるものとする。
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図 2-2の ように,χ =0か ら∞まで伸びている半無限の長さをもつ密度ρの一様な棒

がある。棒は,は じめ静止しており応力はかけられていない。いま,χ =oの 左端面に一

様に小さな圧力Pを 微小時間泌をだけ作用させると,圧力波に 力Pの 領域)が右方へ速さ″

で伝播する。
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(かピストンを用いて棒の左端面を時間泌をの間一定速度フで動かすとき(図2-2),左 面
でのひずみSと圧力pは いくら力、 β,2,フのみを用いて答えよ。

0棒 の中をχ軸に沿つて進む縦波を考える。棒に応力がかけられていない場合(図2-3),

位置χで時刻をにおける断面の変位す(χ,`)が,島 とたを定数として,



す(χ,を) =ξO  S i nた(χ一"を)

で与えられるとする。対応する速度υ(χ,を),ひ ずみ駅χ,を),圧 力P(χ,す)を求めよ。
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図 2-4の ように,χ 軸,y軸 ,z軸 をとり,長 さめ,幅 り,厚 されの水晶の結晶平板

を考える。結晶の上面と下面には金属性のコーティングが施され,電極がつくられている。

固定用の支持としても役立つ導線が電極の中心に繋がれている(図2-5)。 電極の中心は

χ軸方向の縦振動に対して静止していると仮定する。

図 2 - 5

水晶の結晶密度ρは2.65x103 kg/m3でぁり,ヤ ング率yは ,7.87x10抑N/m2で ぁる。

平板の長さらは 1.00 cmで,幅 り と高されは ん≪りであり,り ≪めであるとする。スイ

ッチKは 開かれており,水 晶の平板には,χ 軸方向に定在渡(定常波)としての縦波モー ド

のみが生じると仮定する。

振動数r=拳 の定在波に対して,平衡位置がχである平板の断面の時刻何こおけ綾 位

す(χ,を)は,島 を正の定数として,

ぢ(χ,す)=2ξOど(χ)COSのを,   (0≦ χ≦め)

で与えられ,空 間関数瓜χ)は,

L ・

… 。

( 1 )

と表され,瓜 χ)の最大値は 1で た‐2で ある。ただし,電 極の中心は許止しており,平 板
切

の左右の端面は自由で応力(あるいは圧力)はかかっていないことに注意せよ。また,(気柱

の共鳴における)開口端補正は,こ の場合,無 視できる。

0水 晶平板中の縦波の定在波(高校課程で習 う定常測 に対し,(工)式中のBlと B2の 値を

求めよ。

(0水 晶平板中に縦波の定在波が生じているとき,そ の中で小さい方から2つ の振動数を

求めよ。

圧電効果は,水 晶の結晶がもつ特性である。結晶を圧縮または膨張させると,結 晶に,

それを横切る電圧が生じ,逆 に,結 晶を横切つて外部電圧をかけると,電 圧の極性に応じ

て結晶が引き伸ばされたり縮められたりする。それゆえ,力 学的および電気的な振動は結

合して,水 晶の結晶に共鳴を起こす。

圧電効果を考察するために,水 晶平板にz軸方向の電場をかけたら,上 下の電極にそれ

す(χ)=Bl Sinた
(χ

―
|;)+五ち

COSた
(χ

一
|;)



ぞれ一σ,+σの密度の電荷が現れた。χ軸方向の平板のひずみと応力を,それぞれSと Tと

する。このとき,水 品の結晶の圧電効果は,次 の2つ の方程式によつて表される。

…。
(出)

…。
(市)

S=芋 T+】 PE

σ=】
PT+,TE

ここで,一 定電場下での弾性ひずみ定数 ヤング率の逆効 は,芋 =・27頬 げ m郷 ,一

定応力下での誘電率は,どT=4.06x10HlF/m,ま た,圧 電係数は,dP=2.25x10・
2m/V

である。

図2-4に おいて,スイッチKを 閉じると,交流電圧y(を)=叱ドoSのなが電極にかけられ,

水晶平板内にはz軸方向ヘー様な電場E(を)=号
摯

が現れる。定常状態に達すると,平板の

χ軸方向へ角振動数のの縦波の定在波の振動が現れる。

電場Eが 一様であると,平 板での縦波定在波の波長力と振動数rの 間には,2を (1)式

で与えられる速さとして,え=チ の関係がある。しかし,ひずみと応力の定義は変わらず,

平板の端面は自由で応力が作用しないが,(血)式が示すように,T=ysは もはや成り立た

ない。

0(面 ),(市)式を考慮すると,下 側電極の表面電荷密度σは,χ とをの関数として,

び(/,を)=IDicosた(χ一号)+D2}響
と表される。ここで,た=2で ある。DlとD2を文字式を用いて表せ。

"

0下 側電極表面の全表面電荷αを)は,電圧y(を)との間に,

CKを)=|+α2(:告tan'多-1)}C07(t)
の関係がある。COお よびα2を

文字式を用いて表せ。さらに,α
2を

数値で表せ。
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O図 2-aの ように,微 小時間泌をに棒の左端面は距離泌をだけ移動 し,圧 力波は速さ

"=ギ
;で

距離″1をだけ進む。よつて左面でのひずみは,

s =空=翌 を フ
:  L 泌を  班

フックの法則から左面での圧力は,

y s = yユ =ρ “フP = 一
   「  _“

引
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設聞0の 結果を用いて,

S (χ,を) =―
フ(χ'を) =ピ

O  c O Sた(χ一所)
“

P (χ,を)=ρ“フ(χ,す)=―んρ“
2す
。cosた(χ一班を)

あるいは,

P ( χ , を ) = 一
y s ( I , を

) = 一
た Y ζ

O  C O S た ( χ
一

″ を)

傷J0

ひずみSは ,時 刻をを固定したときの位置χの変化であるから,

S(χ,を)=祷 =たξ000Sた(χ
一″サ)

として求めることもできる。

引泌l―

0位 置χの断面は正弦関数にしたがつて単振動をしている。よつてその速度は,単 振動

している粒子の速度と同じであり,変 位ξを位置χを固定して時刻をで微分(これを偏微

分といい,孝ではなく津と表拐すればよい。

フ(〕C,す)=掌 =―胤ξO oOSた(χ―″む)



免所 J

O電 極の中心は静止 していると仮定されているから,g〔
号)=0で

ある。よつて,B2=豊

であり, g(χ)の最大値が 1で あることから,Bl=ュ

これより,変 位ぢは,

ξ(χ,す)=±2ぢO sinた
(χ

一
号)COSの

を

と表される。

④ 水晶平板の両端が自由端であるから,長 さうの開管の気柱の共鳴と同様に考えること

ができる。電極の中心が静止しているのであるから,平 板の2等 分面は節となる。よつ

て,振 動数が最小の固有振動は基本振動であり,次 に振動数が小さい固有振動は3倍 振

動となる(図2-b)。 2倍 振動は平板の2等分面が腹となるから除かれる。

基本振動

3倍 振動

図2 - b

基本振動のとき,波 長はえ=2うであり,そ の振動数五は,波 の伝播速度

を用いて,

5。45x103 =272.5x103〔Hz〕≒273〔kHz〕,
2xl.00x10~2

五

五

券

=

次の振動数r3は'

鬼=3/1=券=817.5x103〔Hガキ818〔kHガ
)

0問 題文中の(iii),(iv)式より,応力Tと面電荷密度σは,次のように書かれる。

T=y(S― dPE)

σ=YttPS+どT(1-yt:と)E

…①

…②



平板の中心位 =号)が静止しているから(変位が0 ) ,交流電圧y (す) =路ドO Sのとをかけた

ときの位置χでの断面の変位ξ(χ,を)とひずみS(χ,を)は,位相のずれを一般に″とすると,

正の定数島 を用いて,

ξ(χ,を)=ξn Sinた
(χ

一
|;)CO田

(のを+ψ)

S(χ ,古)=え ぢ″
COSた

(χ

一

!;)。

OS(ω を十 少)           …
・
()

と表される。

③式 と電極間の電場E(I,を)=塑 坐 =甲 を①式へ代入すると,
L

T=y(角 す純 COSた

(χ

―

|;)COS(の

を十 ψ)一
;|lrRcoSの

を}

となる。応力Tが 平板の両端(χ=0,b)でつねに0で あることから,ψ =0で ,

たぢ確COS学 二dPキ
|

となる。ψ=0と して③式と電場E(χ,を)を②式へ代入して,

σ(χ,を)=ty】P及統 COSた
(ズ

ー
号)十

どT(1-y毛
す

1)キ
|ICOSの

を

よつて,

乳=y名,
COS― 一―
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0下 側電極の全電荷αを)と電圧y(を)=1鳴 cOSのをの比は,

端=お静律ル放
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となる。よつて,

島=¥,メ=Y琴寸縄静顔ド
ここで,α は電気力学的結合定数と呼ばれる。

注 :静的極限た→ 0(え→づ をとると,定 数COの意味が明ら力Wこなる。

脇端=Cttα2+G一α2)=c0
これは,COが 平行板コンデンサーの電気容量であることを示している。いま電極鰯

の面積はわりであり,極 板間の誘電体の誘電率が,Tで あるから,極 板間の電気容量は,

CO=ど Tbり で与えられる。


