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理論第 1間          落 7frわお 6ク の宏動選動

図 1-1の ように,半 径Rの 円柱状の棒(棒は紙面に垂直方向を向いている)が地面の上

方に水平に保たれている。棒の頂上の1点 Aに 長さL(あ>勿沢)で質量の無視できる糸がつ

ながれ,糸 の先端には質量向の振 り子状の球が付けられている。球は点Aと 同じ高さまで

引き上げられ,糸 がぴんと張られたまま静力対こ放された。糸の伸びは無視せよ。球は質点

とみなされ,棒 の軸に垂直な 1つの平面内でのみ振動運動をする。以下適宜,球 を粒子と

も呼ぶ。重力加速度はあ(lσl=g)である。

図 1 - 1
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座標の原点を0と する。粒子が点Pに あるとき,糸 は円柱面にQで 接している。線分

QPの 長さをsとする。Qで の単位接線ベクトルと単位法線ベクトルをそれぞれどと'とす

る。半径 OQの 回転角θは,OAに 沿つた鉛直なχ軸から反時計回りに計つた角を正とし

て表す。

θ=0の とき,長 さsは あに等しく,粒 子の重力の位置エネルギーt/はゼロである。粒

子が運動するとき,θ とsの瞬問的な時間変化率は,そ れぞれ汐,Sと表される。

特に指定されていないとき,す べての速さと速度は固定点0に 対するものである。

P2/■

Part Aで は,粒 子が運動しているとき糸はぴんと張られている。上で用いられた量(す

なわち,砲 ,s,θ,S,汐,R,五,g,ごと,)を用いて,

(か つとSの 関係

0動 点Qの 点0に 対する速度ラQ

O粒 子が点Pに あるとき,動 点Qに 対する粒子の相対速度ラ′

0粒 子が点Pに あるとき,点 0に 対する粒子の速度ラ

0粒 子が″点Pに あるとき,点 Oに 対する粒子の加速度のど成分

0粒 子が点Pに あるとき,粒 子の重力の位置エネルギーげ

0軌 道の最低点における粒子の速さフm

を表せ。
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Part Bでは,あ とRの 比を次の値とする。

二=!坐キ2cot望生=3.534+3.352=6.886
R  8   3   16

ただし,cot χ=―里一である。
t a n  χ

G)PQ間 の糸が直線であり,か つ長さが最イヽになるときの粒子の速さレsはいくら力、 g

とRで 表せ。

0 粒 子が棒の右側を振動運動しているとき,粒子の最高点での速さフHは いくら力、 gと

Rで 表せ。

P2/σ

Part Cでは,図 1-2の ように,質 量れの振 り子状の球を,点 Aか らつるす代わりに,

糸の他端に質量〃 (>確 )のおもりを付けて棒にかける。球と点Aの 間の糸の長さはこで水

平に保たれ,お もりは棒の下方につるされる。以下では,お もりもまた,質 点として扱わ

れる。

図 1 - 2

球が静かに放されると同時に,お もりは落下し始める。球は落下するおもりに何ら邪魔

されることなしに振動運動をすることができるものとする。糸と棒表面との動摩擦は無視

できる。しかし,そ の静止摩擦は,お もりの速度が一度ゼロになつたらそのまま静止し続

けるほど大きいものとする。

G)おもりは距離D((ニーD)≫R)だけ落下したら静止するものとする。θ=2″まで粒子が

糸を張つたまま振動運動をするためには,比 α=号 はある臨界値αcより大きくなけれ

ばならない。大きさ
号

の項およびその高次の項を無視して,αcを挙
を用いて求めよ。
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P2z玄

0糸 の長さん=s tt Rθは一定であるから,

S tt Rθ=0

OQは 角速度つで半径Rの 円運動をするので,

ヮQ=Rθ を=一Sを

0図 1-aよ り,微 小時間泌をでのPの Qに 対する相対的変位は,

泌戸
'=(Sttθ

)(一′)+(泌 S)f={(sつ )(一F)+Sど )泌を

であるから,

ブ= l i m 妥壇1 =一s汐′+ sど
加→0泌 を

図 1 - a

ｒか
ヽ

、

ａ

ワ

ヽ　
勉

0粒 子のOに 対する速度は,

ラ = ラ
' 十

ラ
Q = ( 一

S つ ' 十 S f ) 一 S f = 一 s 汐 ′

0図 1-bよ り,速度変化泌ラのf成分は一泌θであり,粒子の速さフは,

ある。よつて,カロ速度あ=サ!乳字
のご成分ヤま,

α・|=掛m(_り
を岳)=―

(Sθ)汐=三査望生

また,加 速度の'成分は,

a ・デ=第
雪

(一 老静) =一 号; =一 をみ
( S沙) = 一 ( s 汐 + s び )

となる。

…①

①式からsつで

…②

3



図 1 - b

0図 1-cよ り,

しKθ )三
― ″u ( R ( 1 - C O Sθ ) + S S i n  θ 〕

1妥
切 ∞Sθ

図 1 - c

o① 式より,粒子の速度ラは←F)成分のみをもつから,図 1-dの ように,

き,速度の鉛直成分は0と なり,粒子は軌道の最低点を通過する。このとき,

であるから,重 力の位置エネルギーは,

+泌ラ
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Um=E/T(|;)=― ″Lg(R十 五一

号
R)
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図 1 - d

力学的エネルギー保存則は,

0=;確 フコ 十 E/11n

０

一‐だ一“
Ｆ

となるから,こ れより,



フm  √
争
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P2Zβ

O③ 式を用いて,力 学的エネルギー保存則は,

0 = ; 砲 フ
2 + E / ( θ

) = 歩 確 フ
2 _ m リ

コ驚( 1 - C O S θ ) + S S i n θ }   …
・
( Э

ここで,①式から,速 さフはsうに等しいから,④式より,

フ2=(s汐)2=2glR(1-COSθ )+ssin θ}
…⑤

糸の張力をTと する。②式より,粒子のカロ速度のf成分は一s汐2でぁるから,ご方向の粒

子の運動方程式は(図1-e),

純(_s沙
2)=_T+煎

ヮSinθ …③

図 1 - e
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③,⑥式から,張力Tは ,

T = 確 ( s 汐
2 + g s i n  θ

) = 聖
坐2 ( 2 瓜

〈1 - c O S θ ) + 3 s s i n  θ}

二響ttan号_号(θ一|:)}Sin θ
=2町

R(yl―
υ2)Sin θ

S

と表される。 ここで,  1 - C O Sθ=轟 = t a n号とs =ニーRθを用いた。

2   2

関数yl = t a n号と挽 =号
(θ

―
者)の

グラフは図1- fの ようになる。これより,張 力

が0になる角へは,
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号(宅
一告)=tan!争 すなわち,者=亀一:tan!争

を満たし,0<θ <πでsin θ>0,″ <θく2″でsin θ<0で あることから,0<θ <名 で

T>0,亀 <θ2″でTく0となることがわかる。ここで題意より,

告=亀千+:COt子:=キ静一:tan(多+壬:)=;静一:tan;.2多
と書けるから,名 =埜 でぁる。

30

20

10

0

・10

‐20

‐30

となるから,求 める速さクsは,

θ= ぇのとき, s は最小値

SII血=L~Rbも=ぷ
〈号争

十
:COti箸

一
キ多)=

となる。またこのとき,⑥式にT=0を 代入して,

ユRcot二=3.352R
3     1 6

フ2=(s,)2=_gssin θ

粒子は点P(χs,ys)か ら初速フsで投げ出される。0 図 1 - g の ように, θ≧先のとき,

放物運動の最高点での粒子の速さフH

フH=,s Sin(θ s―π)=

υs=V一 gSIIIh sinas‐11塾す
里COtrをSint;=寸 留

::亘
COsfを =1・1331預刃再

は,初 速度のJ成 分に等しいから,

寸口,「:cOsf:Sinキ:こ=0・4334寸電″ご
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P(χs,υs)

図 1 - g

0

点 Pか ら最高点までの水平距離声 は,

戸 =レs2sin 2(亀
一″)〓フs sin二 =0。4539R

2g       2g   4

であり,

χs=Rcost名
一 Smh Sinら =一 RCOS告 十 S述 こSin各 =0.359R

ys=Rsinら +smh COSt名 =一 RSin二 _smh COS二 =-3.480R

となるから,明 ら力Wこ,レ sl>(R+「 )である。よつて,粒 子は棒の表面に衝突せずに最

高点に達することができる。

P2/σ

G)お もりが静止する前に糸がたるむと,糸がたるんだ状態でおもりは静止することはでき

ないので,お もりが静止した後θ=2″ まで糸がたるまない条件を求めればよい。

点Aと 同じ高さを粒子の重力の位置エネルギーの基準とすると,お もりが距離Dだ け

落下して静止した後,粒 子の力学的エネルギーE'は一定に保たれ,

返メニ的 D

と表される。

おもりは静上しているとして,

s = ニ ーD 一 R θ

となり,粒 子の力学的エネルギー保存則は,

E′ =れ
をメD =号

,確

フ
2 _″

屯7 1 R ( 1 - C O Sθ )十 S S i n  θ)

である。これより,

フ
2=(s汐

)2=2舟
亀メD+2gム

〈(1-COSθ )十
重 iSin θ

}
純

となる。粒子の運動方程式⑥を用いて,



T=77L(S汐2+g sin θ)

=望坐堅(型 D+2云 〈1-cOSθ)+3ssin θ)
S  m

=2町
RI空

空堅十(1-COSθ )キ
;(ギ

ーθ
)Sin θ}

～
  s  (;告 :十

三生

ち岳ま

里上Sin θ

)

を得る。最後の式変形では,c― D)≫ Rを 考慮した。

粒子が棒のまわりを振動運動しているとき,張力はθ=埜 で最小になるから,θ=2″

まで糸がたるまない条件は, Tと 0に D=α とを用いて,

繰

一皇豊

号岳ま

2 ≧= 業

t t 十 : ; 争) α

一

+ ≧

0

となる。よつて,臨 界値αcは,

1
α t t c一 ―

2』″
1+

3コ砲


