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理論第 3問 プラズマ ・レンズ

強化粒子線の物理は,基 礎研究だけでなく医学や産業にも多大な影響力をもつ。プラズ

マ ・レンズは,端 に非常に強い焦点をもつ線形コリダー(衝突抑 である。プラズマ ・レン

ズの可能性を評価するためには,こ れを通常の静電磁気的なレンズと比較するのがよい。

磁気レンズにおいて,焦 点に粒子を集める能力は磁場の傾斜に比例する。四重極レンズの

実際的な上限値は102T/mの オーダーであるが,密 度1017cm 3のプラズマ ・レンズの能力

は,磁 場の傾斜3×106T/mに 相当し,磁 気四重極レンズの約104倍である。

下記において,強 化相対論的粒子線が自己集中線となり,自 由空間にそれ自身吹き飛ば

されることはないことを明らかにしよう。実験はすべて真空中で行われるものとし,電 気

素量をe,真 空の誘電率をど0,透 磁率をμOとする叱

a)実 験室系において,一 様な数密度れ,平 均の速さフで半径Rの 長い円柱状の電子線を

考える。電子線の中心軸からr(くoだ け離れた″点の電場の表式を,古典電磁気学を用い

て導け。

b)設 問a)と同じ点での藤場の表式を導け。

c)上 記の点を通過する電子線の電子にはたらく外向きの合力を求めよ。ただ し,

c =蒜 である。

d)設 問 c)で得られた表式が相対論的な速度にまで適用できると仮定して,速 さフが光速

cに近づくとき,電 子にはたらく力はどうなるか求めよ。

e)半 径史の電子線が一様なプラズマ中に入り長い時間がたつた後,電 子線の外側で距離

r′の点で静止しているプラズマの正イオンと電子にはたらく力はそれぞれいくら力、 た

だし,プ ラズマは同じ電荷密度の 1価 の正イオンと電子からなるイオン化された気体と

し,長 い時間がたつた後,プ ラズマの正イオンあるいは電子の密度はれ0(<れ)の
一定値

であり,軸 対称性は保たれているものとする。

f)十 分に時間がたつた後,プ ラズマ ・イオンの密度れ0は
一定で軸対称性は保たれている

ものとする。このとき,プ ラズマ中で中心軸から距離rの点にある電子線の電子にはた

らく力を求めよ。また,フ →cの ときの力を求めよ。

原文に波線の文字を加えました。
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1)【解答】が一意的に定まるように,
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理論第3問  【解答】

プラズマ ・レンズ

a)図 aの ように,電 子線の中心軸(これをz軸 とし,電 子線の進行方向をz軸 の正の向き

とする)のまわりの半径r,長 さどの円柱を考えてガウスの法則を用いる。外向きを正と

して円柱表面での電場をErとすると,

E ァ・2 滅 = ( ~ C ) れ
・″r 2 ,  . . E ァ

=
ε0 2ε0

e/Lr

b)電 子線の中心軸のまわりの半径 rの円柱内を流れる電流↓は,z軸 の正の向きを正とし

て,t=一 cれ・″r2フと書けるから,円柱面に沿つてz軸正方向へ進む右ねじの回る向きの

磁束密度βθを正とすると,ア ンペールの法則 Dより,

c)中 心軸から距離rの点をz軸 正方向へ速さフで運動する電子には,外 向きを正として,

電場Erか ら,

yぢ=(一C)Eァ
e2れ r

の力が,磁 場から,

B θ ・2 ″r = μ O : = ― 々μO θ/ L r 2 フ . ・, B θ = 一
μO C F t r r y

『亀
=―

(一C )フBθ =―
″O C 2れ rフ
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電子にはたらく合力鬼 は,どOμO=

Fe=万十だ=1象
子(1-|チ)

2ど0

の力がはたらく。よつて, とを用いて,

0【解説】参照。

…①



d)① 式において,フ → cと して,re→ 0

e)静 止したプラズマ・イオンには,電場のみから力がはたらく。電子線が入射した瞬問,

プラズマ ・イオンの正電荷と電子の電荷密度の和は0で あるから,プ ラズマの正イオン

と電子には,電 子線からの電場E,の みから力がはたらく。電場EPは ,設 問a)と同様

に,ガ ウスの法員Jより,

ヅ功=←の作療句∴ヅ=―穿ε0

この結果,正 イオンには電子線の中心軸方向への引力がはたらき集められるが,電 子

には外向きの力がはたらくため,吹 き飛ばされる。長い時間がたてば,プ ラズマ正イオ

ンの密度がれ0になり,プ ラズマ電子の密度はほとんど0に なる。そのとき,プ ラズマ ・

イオ幻 丸 正イオンからの電舞 曽またらく 靭 う と同胤 耳 =琴 と

なるから,距 離r'の位置にできる電場Eァ′は,

E ァ′= E P  t t E 声=― 重笙ど登生十
θれO r′

2,Or'   2ε 0

となる。

したがって,プ ラズマ ・イオンにはたらく力は,

1 価の正イオイ こ対 しt 野 朝 ボ
ー
を告斉

キ
坪

f)十 分時間がたつたとき,中 心軸から距離rの点には,電 子線による電場と磁場の他,

1価の正イオンによる電場E声二
警

が生じているから,電子線の電子にはたらく力F

は ,

F tt re十 (―C)E声 =重 二空二

(1_を
争

)一

重

号言;1-→

―

電子に対 して :
c27冴ぞ

2 c2れ
Or′炉ア=一CE/

2どOr'    2ど 0

e2れ Or

よって,F<0と なり,電 子線は自己集中線となることがわかる。

2ど0



【解説】           ア ンペールの法則

1.ア ンペールの法則の積分形

図1のように,閉 曲線Cで 囲まれた面S内 の任意

の点を矢印の向きに貫く単位面積あたりの電流(こ

れを電流密度という)をゴ,C上 の磁束密度を,と

するとき,真 空の透磁率をμOとして,

生
'・湧I =μO指 ・】S    … ・①

が成り立つ。これをアンペールの法貝Jという。ここ

で,① 式の左辺の値は,閉 曲線Cの 外側を流れる電

流の値によらないことは注意すべきである。

①式の左辺の積分は,閉曲線Cに 沿つて,と 矢印

の向きの微小変位dこの内積に関する1周の和を表

し,線 積分と呼ばれる。

右辺の積分変数】Sは ,電 流密度ゴが貫

く面S内 の任意の点Pの 近くの微小面に垂

直で,図 2の 矢印の向きの大きさがその面

積】Sに 等しいベクトルである。いま,点 P

で出面Sに 垂直な単位ベク トルを■とす

ると,

】S=PldS

と表される。したがつて,点 Pで の電流密

度ゴの面Sの 法線成分をJれとすると,

ゴ・】S=JれdS

となる。

①式右辺の積分
lゴ

・】Sは ,J・】Sの 面S全 体の和,す なわち,面 Sを 貫く全電流を

表し,面 積積分と呼ばれるD。

2.「直線電流のつくる磁場」の一般化

上に述べた 「アンペールの法則」は,高 校物理でよく知られた 「直線電流のつくる磁

場」を一般化したものである。

無限に長い強さrの直線電流から距離rだ け離れた点には,電 流の向きに進む右ねじ

の回る向きに強さ

B = / O r            … ②
2πr

の磁束密度ができる。これは実験結果として認めよう。いま,②式を,

B ・2 ″r = μO r

と書くと,左 辺は,磁 束密度Bに ,電 流rの位置を中心に電流に垂直な平面 SO内の半径

rの円周 COの長さをかけたものに等しいことがわかる。

1)線積分,面 積積分の具体的な計算方法にまで,こ こでは立ち入らない。
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平面SO内 に電流rを囲む任意の閉曲線Cを とる。いま電流rと平面SOの 交点を0,C0

上の任意の″点Pか ら微小な長さ泌JOの区問(これを線素という)をとり,電流rの位置から

その区間を見込む角を泌θとすると,

泌!0=泌 θ

と書ける。閉曲線C上 の点Qを 始点とした見込む角泌θの区間のベクトルを泌ご(その長

さを必ととする。泌Iは線素ベクトルと呼ばれる),OQ=r′ とすると,点 0を 中心に半径

r′の円周上で見込む角泌θの長さは,泌!′=r2θ となる。一方,点 Qで 電流rによる磁

束密度のベクトルを,'(その強さをB′)とし,,'と 曲線Cの なす角を泌夕とすると,

泌J′=泌rcos泌夕となる(図3)。

図 3

…③

ここで,② 式と同様にB′=40rと 表されることと,zlθの1周の和
Σ

zlθ=2πを用

いると,内 積「 ・泌この曲線Cに 沿つた 1周 の和は,

Σコ“畑=ΣB切′=ΣBttθ=努Σttθ=″Or
よつて,一 般に閉曲線C上 の磁束密度を,と すると,

すよ
チ・】ご=μO r

となることがわかる。すなわち,「直線電流rに垂直な平面内において,rを 囲む任意の

閉曲線C上 の磁束密度,と 電流rの間に,③の関係式が成 り立つ」。ここで,閉曲線Cの

外側を流れる電流rを 考えると,Σ ttθ=0で あるから,C内 を買く電流のみが③式の

左辺に0で ない寄与をすることがわかる。



ここまでは,電流rに垂直な平面内の閉曲線を考えたが,この関係式③は,閉曲線Cが

電流rに垂直な平面内になくても全く同様に成り立つ。なぜならば,電 流rを囲む任意

の閉曲線C′上の磁束密度,と 線素ベクトル泌ご″に対しても,泌 ご″のrに垂直な平面S0

上への正射影を泌I,泌 Iを点 0か ら見込む角を泌θとすれば(図4),③ 式を得る計算が

そのまま成り立つからである。

図4

直線電流rを囲む任意の閉曲線Cに 対して③式が成立すれば,閉 曲線Cを 固定して電

流を変形しても,相 対的に同じことであるから③式が成り立つはずである。こうして,

閉曲線Cで 囲まれた面Sを 電流が1回だけ貫くのであれば,電流がどのような形状であ

つても同じ③式が成り立つ。

さらに,面 Sを 買く電流が1,r2'… あれば,それぞれの電流がつくる磁束密度,1,

'2'… について③式が成り立ち,電流と磁束密度の和についても③式が成り立つから,

右辺の電流を面Sを 買くすべての電流に置き換えることができる。こうして,一 般的に

①式が成り立つことがわかる。

3.軸 対称な電流のつくる磁場

本問b)で考えたような,軸 対称な電流,す なわち,電 流密度が軸からの距離rのみで

決まる電流のつくる磁場を考えよう。

図5の ように,z軸 を中心にz軸正方向へ流れる軸対称な電流を考え,軸から距離αの

点にできる磁束密度B(α)を求める。軸から距離rの点を流れる電流の密度をJ(r)とする。

軸を中心とした半径rと r十泌rの円で挟まれたに領域の電流密度は,泌rを微小量とす

ると,一 定値J(r)と考えられるから,こ の領域を買いて流れる電流泌rは,

泌r=ブ(r).2府△r

と表される。よつて,軸 を中心とした半径αの円盤を貫く電流r(α)は,

r(a)二
Σ:泌

r=2π
Σ]」(r)泌

r=2π
挿

(r)白】r



と表される。ここで,電流密度がrによらない一定値Jであれば,

となる。

図5

ここで,対 称性より,半 径αの円周上で磁束密度の強さは一定で,そ の向きは電流の

向きに進む右ねじの回る向きであることがわかるから,アンペールの法則①を用いれば,

求める磁束密度の強さBは ,

r(α)=2″Ji,こr=πα2」

物体が0中 =響 …④

となる。④式は,z軸 上を強さr(α)の直線電流が流れているとき,電 流から距離αの位

置にできる磁束密度に等しいことを示している。また,半 径αの外側を流れる電流は,

軸から距離αの点にできる磁束密度に影響を与えない。


