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理論第 3間          関 ゑヽ 激 整 を動 く重セ▼

図 3-1に 示すように,傾 斜角θの傾いた道路上に円筒状の前輪と後輪を有する重い草

(道路ローラー)がある。各円筒状車輪の質量は財(=砲2=砲 3)であり,各車輪は,外半径亀 ,

内半径Ri(=:R。)の円筒状の殻(質量は
;M)と

8本 のスポーク(細V 棒ヽ, 8本 の全質量は

挙
)からできている。 円筒状車輪は, 模式的に図3-2の ように描かれる。 車 は重力と摩

擦力を受けて道路の下方へ動いている。前輪と後輪は,車 の中心に対して対称な位置に取

り付けられている。車輪と道路の間の静止摩擦係数および動摩擦係数は,そ れぞれμsと

μkである。車体の質量は5財(=砲1)で長さはあ,厚 さはをである。前輸と後輪の間の長さ

は2どで,草 輪の中心から車体の底面までの長さはれである。車輪とその軸の間の回転摩擦

は無視できるものとする。
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1.各 円筒状車輪の慣性モーメントを求めよ。

2.草 体,前輪,後輪に作用する力を図示し,それぞれの運動方程式を書き下せ。ただし,

必要な力や加速度などの物理量は定義して用いること。

3.車 は静止状態から自由に動き出すとして,系 の運動のすべての可能なタイプを述べ,

そのような運動が起こるための傾斜角θに対する条件を,与 えられた物理量を用いて表

せ。また,そ のときの車の加速度の式を導け。

4.車 は静止状態から車輪の回転のみで距離dだ け動いた後,静 止摩擦係数および動摩擦

係数がより小さな値μsお よびμとの道路面に入 り, 2つ の車輪が滑り始めたとする。車

が全体で距離sだ け動いた後の車の速さと車輪の角速度を求めよ。ここで,α とsは ,

車の大きさに比べて十分大きいものとする。

(原文にない訳者による注)

1.剛 体の回転運動方程式 (高校課程で習わない内容)

図 3-3の ように,剛 体の軸Oの まわりに力のモーメント2Vがはたらき,剛 体が角加

速度αで回転するとき,回 転運動方程式

筋 章 Ⅳ

が成 り立つ。Fは ,軸 Oの まわりの慣性モーメント

と呼ばれ,軸 Oか ら剛体内の質点どの質量を確f,軸

Oか ら質点tまでの距離を■とするとき,r

r=Σ町2
で与えられる。ここで,質 量が連続的に分布 してい

るとすれば,ΣE→∫れ→d砲として,

r=F/2】砲
となる。

2,答 の数式に含まれる分数や無理数は有効数字2桁の小数に直せ。
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理論第3問 【解答】

抑 たヽ道路上を動く重しヽ車

以下で,計 算を簡単化するために, ん1=ん+;をおよびR=ROを 用いる。

1・・ =;R,車 輪の殻の部分の質量確sh=;財 ,各 スポークの質量確sP 讐 =ネ 財

を用いて車輪の慣性モーメントr=rs瞳.+8rttokeを計算する。

草輪の殻の部分の質量面密度(円筒断面の単位面積あたりの質到 をσとして,殻 部分

の慣性モーメントrs陀江は,

r s 避= , 2 】 砲 = 1 士

: 2 . σ

. 2 ″だ r = 2 ″

l t : 3 d r = 客
電

一R F )

となる。ここで,純sh=σ・″(R:―Rr)を用いて,

rshell==二
,デ

里
(R:十 RP)=0。 656舟幻R2

スポークの線密度(単位長さあたりの質動 を力として, 1本 のスポークの慣性モーメ

ントrsPokeは,

rspoLe工rr生ヵ・= i子
2ぇ】r=;えRP

となる。ここで, 砲叩=宏 1を用いて,

rspoke=;7れspR子=0.00533五あR2

これらより,車 輪全体の慣性モーメントrは ,

r==0.656nttR2+8xO.00533五 石R2■ 0。70五五R2

2.各 部分に作用する力と運動方程式

(1)車 体

図3-aの ように,車体には,重力確19,後輪から斜面に平行上向きの力r12と'斜

面に垂直方向上向きの力∬12が'前輪から同様に,力 r13と'∬ 13がはたらく。

斜面に平行な方向について,斜面に沿つて下向きの加速度をaと して,運動方程式

は ,

れlα二確lgsinθ
一
九2h~r13h      … (1)

斜面垂直方向の力のつり合いは,

0=∬ 12+∬13~確lg cos θ       … 0

車体の中点Oの まわりのモーメントのつり合いは,



0=Ah3:~「12:~r12hん1~rlaLれ1
…(9

図3-a

(工)後 輪

図 3-bの ように,後 輪には,重 力 れ2g,

r2m(=五 2h)'斜面に垂直下向きの力∬孤(=「12)'

斜面に垂直上向きの力「2がはたらく。

斜面に平行な方向の運動方程式は,

れ2α=れ 2g sin θ十九lh―鬼 … (0

斜面垂直方向の力のつり合いは,

0=「 2~∬ 21~砲2gcOsθ  … (0

回転の角力8速度をα2として'車 輪の

回転運動方程式は,

脇2=r2R
・・。(0

車輪が滑らずに転がるとき,Rα 2=α で

あり,滑 りながら転がるとき,Rα 2<α であ

る。また,草 輪が滑らないとき,鬼 ≦μsF2

であり,滑 つているとき,

車体から斜面に平行下向きの力

地面から斜面に平行上向きの力r2'
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車体から斜面に平行下向きのカ

地面から斜面に平行上向きの力ぇ,

r2=μkF2

となる。

(iii)前輪

…〈の

図 3-cの ように,前 輪には,重 力れ3g,

鬼lh(=r13h)'斜面に垂直下向きの力「31(=F13)'

斜面に垂直上向きの力∬3がはたらく。

斜面に平行な方向の運動方程式は,



砲3α=確3gsin θ+/3山
~九  … (0

斜面垂直方向の力のつり合いは,

0=「 3~F31~確 3gcOsθ … (の

回転の角カロ速度をα3として'車 輪の回転運動

方程式は,

勉3=r3R
…(10

車輪が滑らずに転がるとき,Rα 3三αであり,

滑りながら転がるとき,Rα 3<αである。また,

車輪が滑らないとき,鬼 ≦″s「3であり,滑 つ

ているとき,

r3=μk「3
…

( 1 1 )

となる。

3,(1)前 輪,後 輪共に滑らずに転がる場合

(6)式より, 鬼=告 α2=堂
生αとなることを用いて,(4)5式(純2=肋r)より,

r21h二(nf+i吉す)α
一的Sin θ

同様に,確 3二財を用いて,(0,(10式より,

メ抗h=(昴″十
:|‐)α

一批しSin θ

(1の,(19式を(1)式へ代入して砲1=5〃 を用いると,

(7五
″+|:;)α=7コィクsin θ

r=0,70MR2を 代入して,車 の加速度αは,

α= : = 丁ヱ

号字岳号岳務声
丁

= : g  S i n  θ≒ 0・8 3 g  s i n  θ

7 M ■
2 x O . コ

R2

(り,(D式よりh3を 消去して(1か,(19式を用いると,

∬12= ;″hg C O Sθ
一
歩
(r1 2 h  t t  r 1 3 h )午

工
号
別しCOSθ一

|(」
材十

芸|―)α

一動しSin  θ
}1卜

これを(ゆ式へ代入して,

2V2=A12+Mり COS θ

= 号 動し C O S  θ一

{ ( 翌

材 + 0 . 7 0 」y ) x 号 g  s i n  θ
一 動し S h  θ

} | ト

=号
的 COSθ 一

号号;的

豆nθ

同様に,

「3=号的C°Sθ+静的主nθ
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個0麹剃汽
誰

れ"
(工)前輪,後 輪共に滑りながら転がる場合

(の式を④式に代入して,

五2L=九 lh=ル危十μk「2~ルuSinθ     … (10

(11)式を0式 へ代入して,

五3と=/31h=ル勉十μk∬3~れ物Sin θ     … (1の

(10,(17)式を(1)式へ代入し,砲 1‐5〃 より,

α=抽 θ一
憚   ‐

9

(り,(0,(9式より,∬ 12と「13を消去して

「2+∬ 3=7'喚ヌcoS θ        … (1の

(19,(1の式より,

α= g ( S i n  θ_ μ
L  C O S  θ)

ここで,草 輪が滑らない条件

れ ≦μS「2 か つ r3≦ μSF3
へ代入して,

志

α ≦ μs(号 肋し COSθ 一

拳

動し 韻nθ

)

かつ

子ま
ヌα≦″s(号的 COSθ十

静
的 胡nθ

)

さらに,r=0,70MR2を 代入 して,

t a nθ≦
0.58+0。41μs牛

かつtanθ≦
0.58-0。41μs牛

これより求めるθに対する条件は,

tanθ≦

両輪共に滑る条件は, 3(1)よ り,

tan θ>0.58+0.41μ
s牛

かつtan θ>0.58-0.4物
s牛

これより,求 めるθに対する条件は,

…(19

t a n θ>  3 . 5 μ
s

ん10。58-0,41μs十

(iii)前輪が滑らずに転がり,後 輪が滑りながら転がる場合

6
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0式 をの式へ代入して,

五 2h=r21h=肋
協 十 μ kN2~批 OSinθ     … (21)

( 1 0 式より, 九 = 者α3 = 幸 αとなることを用いて, ( 9 式( 確3 = 財) より,

五3h=鬼 lh=竹 十
津 )α

一
的 銃 θ  … Qの

(21),(2の式を(1)式へ代入し,確 1=5〃 ,rキ 0.70MR2を代入して,

α=7′47sinθ
一μk「2 …。(29

7.7五″

0,(0,0式より∬12=「狐'F13=∬現を消去し,(21),(2の式を代入すると,

「3~F2=lμk∬2+(2〃キ幸)α-2的sh θ}争…Qつ
を得る。(2ゆ式を(2つ式へ代入し,r=o,70MR2を 代入すると,

「3~∬2t十耕μk争)〓枠敗がnθ
これと(1の式より,「 3を消去して,

(20式を(29式へ代入して,求 める加速度αは,

…(20

…(20れ
一７
．
７

一
θ

ｎ９０

／
１
１
１
１
１
１
１
１
＼

ｇ三α

7 cosθ -0。45牛 Sin θ

2+0.65μkと生

前輪が滑らずに転がり,後 輪が滑りながら転がる条件は,

3.5メ″s

0.5証景岳品麗
召|<tanθ

≦

0.58-0。41μs争
4,車 が静止状態から車輪の回転のみで距離】だけ動くのにかかる時間を1,そ のときの

車の速さを,1,車 輪の回転の角速度をの1とする。

前間3の (i)で求めた力口速度をαl=:ぃ in θとすると,電言カロ速度運動て砂式より,

ギ_02=2角】 ∴ 始=V2亀dま

車輪の角速度の1は,

…。
(27)

１

一
Ｒ

〓
始
一Ｒ

音
g】Sin θ

し,1  === 肺
…(29



(注)こ こで,車 の力学的エネルギー保存則を確かめておこう。

車が距離湧だけ動いたときの運動エネルギーと車輪の回転エネルギーの和【は,

【= ; ( 純二十れ2 ・砲3 ) フr + ; めP X 2

ここで,純 1+純 2+確 3=例 材'ギ =;gttnθ ,/=位 70地餌F,の 子=志 ・
;gお

nθ

を代入すると,

【=7■4勢α sin θ=(確1+砲2+打'3)OdSin θ

となる。これは車全体の重力の位置エネルギーの減少であり,力 学的エネルギー保存

則が成立していることを示している。                 (注 終)

草輪が斜面を滑り出してから車が全体で距離sだ け動くまでの時間をす2'そ のときの

速さをフ2とする。前間3の (五)で求めた加速度をα2=g(sin θ
―μとcos θ)とすると,等カロ

速度運動の式より,

s一】=フ1す2+;α2を'  .・.  を2=

また,

フを一フf=2α2(S~芝)

・・・  フ2=Vフf+2α2(S~】)=Vk2s-0。33】)sin θ-2μk(s―】)COS θ}g

いま,車輪に斜面からはたらく垂直抗力を押 とすると,車輪にはたらく動摩擦力μL∬

が軸のまわりのモーメントμ評眠 を与えるから,車 輪の回転運動方程式は,角 力‖速度を

αとして,

勉 = μk 燦  . ・. ″ = μk 照

F

これより,求 める車輪の角速度の2は'

Q = q + 亀 = 告 挽 為 逆 + 塾
ギ
里

ら

ここで,垂 直抗力「は,前 輪と後輪で異なる。したがつて,回 転の角速度の2も異な

る。後輪にはたらく垂直抗力を「2'前 輪にはたらく垂直抗力をF3と すると,(20式 の

右辺で,幸 α→μk「3として'

さらに,

(19け

のワ
】

‐争

　

ｃｏｓθ

晦
　
　
　
昨

＞十
　
て，
ｈ
丁

い　れ／れば

．ダ
　
　
　
よ

α
　
　

　

式得る。



Ⅳ2=(3.5-2.5μ k41)的 COSθ

「3=(3.5+2.5μkキト)的COSθ
となる。
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